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<?IdgQGhYAB��#GhbeBf<?Y�<hu�bd{AE0rtYQbeE	IdYAE�b�GJYA\be{cE !JE �¥Id<?]fE$FA]DG �?E#\�a��'³�± � � �ÂE0{HGzZ?E0E� :FA]DGJBDYcE#\'{A<��
³0± � BD;*be>cYAE#\¯be<[\HG �¶uv<?I*BfYxbdE#I=\A<?@¢GJBDY¶bdIeG=<Cj�E#YAgJBDYAE	E#IdBfYAg�FA>AI=F&<?;=E#;	� �ÂE�{HGzZ?EC;d{A<��nY
be{HGhb�GhYÂm�l¯{HGh;�@C<?I=ECj	<?YQbeI=<?]�<?Y¯Bfbd;�<J>cbeg?<JBDYAg�bd{HGJY�<?YÂB«be;*BfYAj#<?@CBDYcgwbeIdG=<CjJ�wl:E	ZJE#IeGh]
beE#j¤{cYABDox>AE	;jzGJY a�Ew>c;dE#\ bd<Sj	<?YQbeId<J] be{cEwBDYcj#<?@CBDYAg/bdIeG=<CjJ��aA>cbbd{AE ��{HGzZ?E/]fBD@CBfbeGhbeBf<?YA;#�
§0{AE/;dE	]DE#j�beB«Z?E�GJ\cZJE#I²beBD;=E#@CE#YQbe;�GhYA\ be{AE/@C<?I=Ew;dF�E#j	B58Hj/FcIdE 8  cE	;�{HGzZ?E/be{AEw\AIeG �naHGJj"! <Ju
BDYAj	IdEzGh;dBDYcg¶be{AE/;=B��#E/<hu6bd{AE�³0± � Id<J>cbeBfYAg¶b¤GJac]DE#;	� � Bfbd{ *�, � �.' ( FAIdE	F&E	YA\ABDYcgA��Bfb'j#GJY
a&E�\cB5<Cj#>A]«bbe<4;=E#]fE#j	b'bd{AE�GJFAFcId<?FAI=B GhbdE¢ZhGJ]f>AE�<JukFAI=E#F�E#YA\ABfYAg4be<¯GJj¤{cBDE	ZJE�G¶g?BfZJE#Y g?<QGh]_�
��BDYHGh]D] �J� � Ew{HGzZ?E¢E� :FA]DGJBDYAE	\Â{c<�� be{AECIdE	\ABD;²beIdBfaA>cbdBD<?Y¯j#<J@¢@>cYABfbdBDE#;*j	<?>A]f\ GJ]f]D<�� GJYÂm�l
be< � E� :BDaA] �¯BDY � >AE#YAj	E¢bd{AEwI=E#\ABf;=beI=BDaA>:beBD<JYÂ<Ju�Bfbe;I=<?>cbeE	;�bd<��$GJI=\ YA<?Y:� \ABDI=E#j�be] �¯j	<?YAYAE	j	bdE#\
r²l � ;#�



� � � � � �

� ��� � � �.� � � � � � � � � � � � � � � � ��� � ��� � � � ���

4zÆ



4 :

rtY¥be{ABf;1;=E#j	<?YA\'FHGJI²bz� �$E0GhYHGJ] ���	E$BDY�\AE�b¤GJBf]D;�;dE	ZJE#IdGJ]cBfYxbdE#I=\A<?@¢GJBDYbeIdG=<Cj beIdGJj#E	;1bd<�\AE	ZJE#]f<?F
G�a�E	b=beE	I�>AYc\AE#I=;=b¤GhYA\ABDYcgÃ<Ju�be{cECa�E#{AGOZ[Bf<?I<Ju bd{AE�beIeG <¢jh�Cy6YA\AE	Id;²b¤GJYA\cBDYAg�be{AECa�E#{HGzZ[BD<?I
<Ju�be{cESbeIdG=<CjSBD;CBD@CF�<?I=beGJYQbCbd< IdE#GJ]DB��#E�{A<�� ZhGJIdBDGJaA]DE�BfYxbdE#I=\A<?@¢GJBDY beIdG=<CjSBD;wGhb¢@wGJY��
beBD@CE#;=jzGJ]fE#;	�$rtYÃbd{AE�j#<?YQbeE  [b�<Ju�BDYQbeE	Id\A<?@¢GJBfY�bdIeG=<Cj�E#YAgJBDYAE	E#IdBfYAgA�Abd{AE�bd<?F�<?]D<?gJBDjzGh]q\ABf;=beI=B«�
aA>cbeBf<?Y <hu0be{AEwbdIeG=<Cj�Bf;¥FHGhI=beBfj#>A]DGJId] �4BD@CF�<?I=beGJYQb�;=BDYAj	E�Bfb �nBD]f]�BDYA\ABfjzGhbdECbd{AE�Yx>A@a�E#I¥<Ju
BDYQbeE	Id\A<?@¢GJBfYS;d<J>AIdj	E#;�GJYA\¯\AE	;=beBfYHGhbdBD<?YA;6be{HGhb �nBf]D]�{HGzZ?E'be</a�E'BDY � >AE#Ycj#E#\�a��Sbd{AEbeIdG=<Cj
E#YAg?BfYAE#E	IdBfYAg�bdE#j¤{AYABfox>AEJ��§0{ABD; BD; YA<Jb�bd<;eG �Cbe{HGhb beIdG=<Cj�\ �[YHGJ@CBDj	;$BD; >AYABf@¢F�<?I=beGJYQbz�1§0{AE
\ �[YHGJ@CBDj#;6<Ju�be{cE�beIdG=<Cj{HGJ;6\AE#E	F¯BD@CFA]DBfjzGhbdBD<?YA;$<?Y¶Bfbd;LFAI=E#\ABfj	bdBD<?YSGJYA\4j#<JYxbdId<?] �L§�I �[BDYcg
be<�E#YAgJBDYAE	E#I�be{cE�bdIeG=<Cj'<OZ?E	I�bdBD@CE#;=jzGJ]fE#; �n{AE	IdECBfb*Bf;�!xYA<��nY�bd<�a�E'be<[<�ZhGJIdBDGJaA]DE¥jzGJY¯a�E
E� :F&E	j	bdE#\¯be</a�E'@¢<?I=E¥\AB <Cj#>A]«b�be{HGhY4IdE#ox>ABfIdE	\"�¥³ E	uv<?I=Ebe{ABfY !xBDYAg/Gha&<?>:b*j#<?YQbdId<?]f]DBDYcg¢be{cE
beIeG <¢jh��<?YAE�@>A;²b 8HId;²b�>AYA\cE#Id;²b¤GJYc\��n{ABDj¤{ GJ;dF�E#j�be;¢<Ju�B«be;�a&E	{HGzZ[BD<?ICjzGJY a&E�YAE	g?]DE	j	beE	\
�n{AE#Y�E#YAgJBDYAE	E#IdBfYAg�Bfb#�
rtY4�${HGJF:beE#I 4?�
�$E¥GJYHGJ] � �	E�bd{AE�a�E#{AGOZ[Bf<?I6<hu)be{AE�beIdG=<Cj�\ �[YHGh@¢Bfj#;6bd{HGhb6E#YQbeE	Id;6<?I6]fEzGzZ?E	;
G�;²be>Aa�m�l <OZJE#I¢bdBD@CE#;=jzGJ]fE#;�IeGJYcg?BDYAg4uvI=<?@ ;dE	j#<?Yc\A;wbe<�;dE�Z?E	IeGJ]k\HG �[;#� �ÂE�bd{AE#Y�gJ<�bd<
;=be>c\ �Sbd{AEbe<?F�<?]f<?g?BDj#GJ]8\ABf;=beI=BDaA>:beBD<JY¶<Ju�be{AE¥BDYQbeE	Id\A<?@¢GJBfYSbeIdG=<CjBDY��${HGhFcbeE	I�Ä:����BDYHGh]D] �J�
�${HGJFcbdE#I 6�GJYHGJ] � �	E#;0be{cE�\ �:YAGJ@¢Bfj#;n<Ju�be{AE*bdIeG=<Cj*<?Y�be{AEBfYxbdE#I=\A<?@¢GJBDYwbd<?F�<?]D<?g �?�
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r bwj	<?>A]D\ a&EÃGJIdgJ>AE#\ bd{HGhbCbe{AESGJ;dF�E#j�b/<Ju�bd{AES\ �:YAGJ@¢Bfj#;C<Ju�bd{AESBfYxbdE#I=\A<?@¢GJBDY beIdG=<CjSBD;
YA<JbLuv>cYA\HGJ@CE#YQb¤Gh]D] ��IdE#]fE	ZhGJYQbLbd<�BDYQbdE#Id\c<?@wGhBDY�beIeG <¢j¥E#YAg?BfYAE#E	IdBfYAgA�k§0{AEFA>AI=F&<J;dE<Ju�bd{ABD;
j¤{HGJFcbdE#I�Bf;kbd<�;d{A<�� E	Z[Bf\AE#YAj	E<Ju)bd{AEj	<?YQbeIeGhI �?��·SGJY��ÃFAId<?ac]DE#@C;kBDYSE	YAg?BfYAE#E	IdBDYcgwIdE	ox>ABDI=E
be{AE !xYA<��n]DE	\Ag?E�<JuLbd{AE/beBD@CE#;=jzGJ]fE#;'<OZ?E	I �n{cBDj¤{ j	<?YQbeI=<?]D]fBDYAg4G¯; �[;²beE#@ Bf;'F&<?;=;dBfaA]DEh� �H<?I
@¢<?;²b$j	<?YQbeI=<?]qGhFAFA]DBfjzGhbdBD<?Yc;#�?be<[< �nBf\AE � >Aj	bd>HGhbdBD<?YA; BDYCbe{AE6; �[;=bdE#@C;�\ �[YHGJ@CBDj	; @CEzGJY¢be{HGhb
GJYA<Jbd{AE#I0beBf@¢E	;dj#GJ]DE;d{c<?>A]D\�a�E�>A;=E#\Suv<JIkj	<?YQbeI=<?]D]fBDYAg'B«bz�$rtY�be{ABf;nj¤{HGJFcbdE#I#�
� E¥GJYAGJ] ���#Ebe{cE
a&E	{HGzZ:Bf<?IL<hu�bd{AEBfYxbdE#I=\A<?@¢GJBDY�beIeG <¢jbd<�>AYA\cE#Id;²b¤GJYc\Â<?Y �n{cBDj¤{¶beBf@¢E	;dj#GJ]DE	;LBfbd;�a�E#{HGzZ[BD<?I
;dE#E	@¢;0;=@¢<[<Jbd{�E#YA<J>Ag?{�uv<?I$bdIeG=<Cj�E	YAg?BfYAE#E	IdBDYcga&ELF&<?;=;dBfaA]DE�<OZJE#I�be{cE#;dE�bdBD@CE#;=jzGJ]fE#;#�)°6<JbdE
be{HGhbnFAGJI=bd;k<hu1bd{ABD;0j¤{HGhFcbeE	I6{HGzZJE�GhFAF&E#GJIdE	\ÃBfY � 4�>=6c��4�>�> �_�
§0{ABD;�j¤{AGJFcbeE	I0BD; ;=beI=>Aj	bd>AIdE	\SGh;$uv<?]D]f<��n;#��l[E#j	bdBD<?Y 4J� Ä 8HI=;=b0BfYQbeId<[\A>Aj	E#;$bd{AE*@¢GJBDY¢j#<?YAj	E#Fcbd;
j#<?YAj	E#I=YABDYAg�;dj#GJ]DBfYAgFAId<[j#E	;d;=E#;#� l:E	j	bdBD<?Y�4?� Ä:�54kg?<[E#;�<?YCa��¢\cBD;dj	>A;d;=BDYAgbe{cE6FAIdGJj	bdBDj#GJ]ABD;=;d>AE	;
<Ju$\cE	beE	j	bdBDYAg�;dj#GJ]DBfYAg/BDY¯I=EzGJ])FcId<[j#E#;=;dE	;#�wl:E#j�beBD<JY 4?� 6/\AEzGh]D; �nBfbd{4be{AE'be<hb¤GJ]�beIeG <¢j�]f<?YAgh�
beE#I=@ ;dE	]fu � ;dBD@CBD]DGJIdB«b �?��l:E	j	bdBD<?Y�4?�`Æ�bd{AE#YCj#<?Yc;dBD\cE#Id;�be{cE6;=jzGJ]fBDYAgBDY'bd{AE6FcId<[j#E#;=; <huqbe{cEk§k� �
� <��n;6GhIdIdB«ZhGJ]D;	����BDYAGJ]D] �?�[;dE#j�beBf<?Y 4?�;:'\ABf;dj#>c;d;dE	;kbd{AEj#<?YQbdIdBDac>cbeBf<?YA;0<Ju�be{ABf;0j¤{HGJFcbdE#I	�

� ��� � !0�����A�8�#� ���#
*�1����� 
���( ����
�	�	�/. �/�1�C�$!n����!n�

3 � � � 3 � *J$��I& �!+
	 7[9 � � � 7R& "%& �I$)��& ����	 $ � � ���� ∗
� � ��� � �	� a�E#{HGzZ[BD<JIkBf;kGCg?E	YAE#IdGJ]8beE	Id@ j#<JYAYAE#j�beE	\ �nBfbd{�bd{AE¥GhaA;dE	YAj#E�<Ju�G�FHGJI²beBDj	>A] GhI�j¤{HGJI��
GJj	bdE#IdBf;=bdBDj�;=jzGJ]fEkj	<?YQbeI=<?]D]fBDYAgkbe{AEnFAI=<:j	E#;d;�>AYA\cE#I�;=bd>A\ �?���H<?I)GJY�BDYQbeI=<:\A>cj	beBf<?Ybe<;=jzGJ]fBDYAg*BfY
YAE	b � <?I !�bdIeG=<Cj;dE	E � Æ � � � 4�ÄA@[��BQÄ���FAI=<OZ:Bf\AE\AE	beGJBD]fE#\/beI=EzGhbd@¢E	YQbe;n<Ju�ZJGhIdBD<J>A;kGJ;dF�E#j�be;kj#<?Y:�
j#E#I=YABDYcg;dj#GJ]DBfYAgBDYwYAE	b � <?I !CbeIdG=<CjJ���H<?I$@C<?I=ELg?E	YAE#IdGJ]q\ABf;dj	>A;d;=BD<?YA;$<Ju�;dj#GJ]DBfYAgBDYwYHGhbe>cIeGJ]
FA{AE#Yc<?@¢E	YHG';dE	E � 4�:?Ä:��?�?�� �
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� 
�� �!5 ���� ��� �����	� 7 <?YSbe{cE'IdEzGh]�]DBfYAEJ��<?I�@C<?I=E¥FAI=E#j#Bf;dE	] �Ã;dE#]«u ��G=<CYAB«b � � 4�4C6��_���nBfbd{4FHGJIeGh@¢E�beE#I
H � 0 < H < 1 ���HBD;0\cE 8HYAE	\Sa��

{X(t), t ∈ R} d
= {cHX(t/c), t ∈ R}, ∀c > 0, � 4?� 4��

�n{AE#I=E d
= \AE#Yc<JbeE	; E	o[>cBfZhGJ]DE	YAj#EnBfYC\cBD;=bdIdBfaA>cbeBf<?YA;	����ox>HGhbdBD<?Y 4?� 46@CEzGhYA;)be{HG�b�bd{AEn\ABD;²beI=BDaA>:�

beBD<JY�<Ju8be{cE�<?IdBfg?BDYAGJ]�FAId<[j#E	;d; X GJYA\�bd{AE�\ABf;=bdIdBDac>cbeBf<?Yw<Ju�bd{AE�IdE	;dj#GJ]DE	\/FAId<[j#E	;d; cHX(t/c)GJIdE/be{cEÃ;dGJ@¢Eh���H<?I c > 1 �$IdE	;dj#GJ]DBfYAg¯j#<?I=IdE#;=F&<JYA\A;¢bd< �	<:<J@¢BfYAg4BDY � 8HYcE#ICIdE#;=<?]D>:beBD<JY����
E#ox>ABfZhGJ]fE#YQb0be<�Z[BDE �nBDYAg'be{cE�FcId<[j#E#;=; X Ghbk;=@wGJ]f]DE	I beBf@¢E	;dj#GJ]DE	;#� c < 1 <?Y�be{cE�<hbe{AE	Ik{AGJYA\j#<?I=IdE#;=F&<JYA\A;be<¶G �#<[<?@¢BfYAg�<?>cb'<Ju0bd{AE�FAI=<:j	E#;=;'<?I'GS]DGJIdg?E	I�bdBD@CE#;dj#GJ]DE	;¥F�E#I=;dF�E#j	bdBfZJE/<Ju
be{AE/\ �[YHGh@¢Bfj#;<Junbd{AE/FAId<[j#E	;d; X ��§0{AE/IdE#GJ;d<JY uv<JI¥be{AE/YAGJ@¢E ��;dE	]fu � ;dBD@CBD]DGJIdB«b ���'BD;�be{HGhbGJ]D]$bdBD@CE#;=jzGJ]fE#;�<JuLbd{AE�FAId<[j#E	;d;�GhIdE�IdE	] GhbdE#\ be<�<?YAEÃGJYA<Jbd{AE#I�be{AI=<?>Ag?{ be{cBD;�IdE	] GhbdBD<?YA;={ABDF
a&E�b �$E	E#Y¯be{AE'\ABf;=bdIdBDac>cbeBf<?YA;L<hu�bd{AEI=E#;dj#GJ]DE	\¯FAId<[j#E	;d;#��{AE	YAj#ECG�;=BD@CBD] GhIdBfb �w<Ju�be{AE'FcId<[j#E#;=;
�nBfbe{�Bfbd;dE	]fu��$§0{cE¥\ABf;=beI=BDaA>:beBD<JYA;0<Ju�bd{AE�FAId<[j#E	;d; X ;dE	E#Y4Ghb6GJY���beBf@¢E	;dj#GJ]DEGJI=E�j	<?YAYAE	j	bdE#\
be{AI=<?>Ag?{Sbd{AE'G=<CYAE¥IdE#]DGhbeBf<?Y�\AE 8HYcE#\¯a��¶E#ox>HG�beBD<JY 4?� 4?��§0{AEFAGJIeGJ@CE	bdE#I H j#<?YQbdId<?]f;6be{cE
a&E	{HGzZ:Bf<?I0<Ju�be{AEFAI=<:j	E#;=; X GhbkGJ]f]qbeBf@¢E	;dj#GJ]DE	;#�
§0{AE�uv<J]D]D<��nBfYAg0FAId<JF&E	I=b ��<JuA;=E#]«u �t;dBf@¢Bf] GJI&FAId<[j#E	;d;=E#;)j	<?YAj#E	IdYA;�be{AE�;dj#GJ]DBfYAgn<JuAbd{AE#BfI�@C<?@CE#YQbe;

E |X(t)|q= E |X(1)|q |t|qH . � 4J� Ä?�
§0{ABD;0]DGhbdbdE#I$FcId<?F�E#I²b �/E� :FAI=E#;d;=E#;kbe{AE*a�E#{HGzZ[BD<JI�<Ju1@¢<?@CE#YQb q �WB«u�Bfb0E  cBf;=bd;¤��<Ju�be{AE*FcId<[j#E#;=;GJ;G/F&<�� E#I�] G � <hu�bdBD@CEJ�8\AE 8HYABfYAg�G�{cBDg?{:� <?Id\cE#I�;=jzGJ]fBDYAg �n{ABfj¤{ÂBf;*]DBfYAEzGJILBDY H �'m ;=E#]fu �
;dBD@CBD]DGJIFAId<[j#E	;d; �nBD]f] E  c{cBDaAB«bbe{AE�;dGJ@¢E � >Aj	bd>HGhbdBD<?YA;��WGhu beE	I'IdE	;djzGh]DBDYcgx��BDYc\AE#F�E#YA\cE#YQbC<Ju
be{AE�j	<?YA;=BD\AE	IdE#\ ;=jzGJ]fEJ�){cE#YAj	E/jzGJYAYc<Jba�E�;=beGhbeBf<?YHGJI �¯\A>AEwbd<Sbe{cE�\AE#F�E#Yc\AE#YAj � <JukGJ]f]�Bfbe;
@¢<?@CE#YQbd;�<?YbdBD@CEJ�1£kE	jzGJ]f]:be{AGhb�uv<?I)G�FAId<[j#E	;d;)be<La&E0;²b¤GhbdBD<?YHGhI �?�hBfbd;);=beGhbeBf;=beBfjzGJ][FAI=<?F&E	I=bdBDE#;
@>A;=bnYc<Jbk\AE#F�E#YA\�<?Y�beBf@¢Eh�
rtYwbe{AELYAE	b � <?I !xBfYAg']DB«beE#IdGhbe>cIdEJ�x;²beIdBfj	b$;dE#]«u �t;=BD@CBD] GhIdBfb �¥GJ; \AE 8HYcE#\�BDY¢E#ox>HGhbdBD<?Y 4J�54�Bf;$IdGJIdE	] �
>A;dE	\"��£6Ghbd{AE#I	�c;=E#j#<JYA\:�t<JId\AE	I0;=b¤G�beBD<JYHGJIdB«b �CBD;�Gh;d;d>c@¢E	\"�A@CEzGJYABfYAg¥bd{HGhb�a�<Jbd{�be{AE�@CEzGhY/<Ju
be{AE0FAI=<:j	E#;=;$GJYc\CB«be;)ZhGJI=B GJYAj	E0GJI=E 8AYABfbdEnGJYA\'beBf@¢E»�tBDYQZhGJI=B GJYQbz�8§0{cBD;�;dE	j#<?YA\[�t<?I=\AE#I�;=beGhbeBf<?Y:�
GJIdB«b �¯GJ;d;=>A@CFcbeBf<?Y Gh]D]D<��n;*uv<?I�GJYÂEzGJ;=BDE#I�;=beGhbeBf;=bdBDjzGh]�GJYHGJ] �:;=BD;<Ju be{AECFAId<[j#E	;d;	^�FAI=<?F&E	I=bdBDE#;
� Ä�> �_��rtY�GJ\A\AB«beBD<JY"�xBDYwFcIeGJj�beBDj	ELE�Z?E#Y/B«u"be{cE�<?IdBfg?BDYAGJ]A;dBfg?YHGJ]Hbd<a&ELGJYHGJ] ���#E#\wBD;$j	<?YQbeBfY[>c<?>A;#�
<?YAE\AEzGh]D; �nBfbd{�\ABD;=j#IdE�beE»� beBf@¢EL;eGJ@CFA]DE*<hu1bd{AEFAId<[j#E	;d;#�
l[b¤GhbdBD;²beBDj#GJ] � 
�� �!5 ���� ��� ��� �	� 7 BDY¢bd{AEkj#<?YQbeE  [b�<Ju8\cBD;dj	IdE�beE��_beBf@¢EnFAI=<:j	E#;d;=E#;�Bf;�\AE 8HYcE#\wbd{AId<?>cg?{
be{AEnuv<?]D]f<��nBDYAg�FcId<[j#E#\c>AIdEh��|�E�b X = {Xi, i ≥ 1} a&E6G;dE#j	<?YA\:� <?Id\cE#I�;=b¤G�beBD<JYHGJI �;dE#ox>AE	YAj#EGJYA\�aA>ABf]D\/uvId<?@ Bfb�bd{AE*uv<?]D]f<��nBDYAg;=E#ox>AE	YAj#E

X(m)(k) =
1

m

km
∑

i=(k−1)m+1

Xi, k = 1, 2, ... �I4?� 6Q�

��<JId@>A]DG 4J�76�\AE 8HYcE#;�be{cE  15 � � � � 
 � ��� 
�
 ;=E#ox>AE	YAj#E*<?a:b¤GJBfYAE#\�a��¢FHGJI²beBfbdBD<?YcBDYAg*be{cE�<?IdBfg?BDYAGJ]
;dE#ox>AE	YAj#E X BfYQbe<�YA<?Y:� <OZ?E#I=] GJFcFABDYAg�aA]f<:j"!x;n<Ju1]DE	YAgJbe{ m GJYA\�Z:BfE �nBfYAgCbd{AEaA]D<[j"!�GzZJE#IeGhg?E
GJ;0GYAE � F�<?BDYQb$<Ju8be{AE*;=E#ox>AE	YAj#E X(m) ��§0{AE�;=E#IdBfE#; X(m) = {X (m)

k : k = 1, 2, ...} BD;�;dGJBD\be<�a&E � � 7  2���� ��� � ����� 7 � 
�� �!5 ���� ��� ��� B«u

X
d
= m1−H X(m) as m→∞ �I4?�`Æx�
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�n{AE#I=E d
= \AE#Yc<JbeE	;¢E	o[>cBfZhGJ]DE	YAj#E/BfY \ABD;²beIdBfaA>cbdBD<?Y"� §0{AE�FAIdE�Z:Bf<?>A;�FAI=<?F&E	I=b � j#GJY a&E�;dE	E#Y

GJ;wbe{cE4\ABD;=j#IdE�beE»� beBf@¢E�E#ox>AB«ZhGJ]DE	Yxb�<Ju�;dE#]«u �t;=BD@CBD] GhIdBfb � <?Y�be{cE¶IdE#GJ]L]fBDYAEÃ<Ju�E#ox>HGhbdBD<?Y 4?� 4?�
§0{AEL;²b¤GhbdBD;=bdBDj#GJ]A;dE	]fu � ;dBD@CBD]DGJIdB«b ��FAId<?F�E#I²b �C;=b¤G�beE#;�be{AGhb�Gh]D]  15 � � � � 
 � ��� 
�
 ;dE	ox>AE#YAj	E#;�� X(m) �
IdE#;=jzGJ]fE#\�a�� m1−H {HGzZ?E¯be{AE¯;eGh@¢E¯\ABf;=beI=BDaA>:beBD<JY GJ;/be{AE¯<?I=BDg?BfYHGJ]kFAId<[j#E	;d; X � r u¥be{cE
;dE#ox>AE	YAj#E¥BD;0YA<Jbk;=E#j#<JYA\:�t<JId\AE	I6;²b¤GhbdBD<?YHGhI �?�Abd{AE#Y�be{AE\ABf;=bdIdBDac>cbeBf<?Y/<Ju�bd{AE�YA<?Id@¢GJ]fB��#E	\  15
� � � � 
 � ��� 
�
 ;dE	ox>AE#YAj	E¢@CBDgJ{xbLYA<Jb*j	<?YQZ?E	Idg?Eh�¥mL; �[@¢Fcbd<JbeBfjzGJ]f] �J��bd{AE 8HId;²b�b � <�@C<?@CE#YQbe;L<Ju
be{AEkFAId<[j#E	;d;�@¢Bfg?{Qb�E	ZJE#Y�a�E6BfYF8HYAB«beEh�QBDY �n{ABDj¤{¢jzGJ;=Ekbd{AE6FcId<[j#E#\c>AIdEk>A;dE	\wuv<?I�aA>ABf]D\ABfYAg�be{cE
 15 � � � � 
 � ��� 
�
 ;=E#ox>AE	YAj#E�BD;�@CEzGJYABfYAg?]fE#;d;	� i E	Z[B G�beBD<JYA;GJa�<?>cb�;dE	j#<?Yc\:�t<?I=\AE#I¥;=b¤G�beBD<JYHGJIdB«b �
@¢Bfg?{QbwaABDGJ;¢bd{AE4j#<JYxZJE#I=g?E#YAj	E¯<Ju*be{AES\ABD;²beIdBfaA>cbdBD<?YA;	�0E	ZJE#Y be{A<J>Ag?{ 8HYAB«beE¶\cBD;dj	IdE�beE��_beBf@¢E
FAId<[j#E	;d;dE	;�{HGzZ?E 8HYAB«beE�@C<?@CE#YQbe;	�Â°k<JbeE�bd{HGhb � E/>A;=E�be{AE�bdE#Id@ ��;=E#ox>AE#Ycj#E���be<4IdE�uvE#Ibd<
be{AE4;=>Aj#j	E#;d;=BD<?Y�<Ju�;eGh@¢FA]fE#;/BfY�beBD@CE �n{cBD]DEÃbe{AE¶bdE#Id@ ��;=E#IdBfE#; �¶\AE	YA<JbdE#;/be{AE4;=E	b�<Jube{cE
 15 � � � � 
 � ��� 
�
 ;dE	o[>cE#YAj	E#;Luv<?I m = 1, 2, . . .
� {AE#Y <?YcESIdE	;=bdIdBDj�be;wbd{AE¶;²be>A\ � <Ju*bd{AESFAI=<:j	E#;=;�be< B«be;C;dE#j	<?YA\:� <?Id\cE#I�FAI=<?F�E#I=bdBDE	;#�0be{AE	Y
j#<?@CE#;�|�£ i �n|�<JYAgh�tIdGJYAg?ES\AE#F�E#YA\cE#YAj	E � |�£ i ���0<JI/]D<?YAg��t@CE#@C<?I �J�kBf;�GJ;d;=<:j	B GhbdE#\ �nBfbd{
;dE#j	<?YA\:� <?Id\cE#In;=beGhbeBf<?YHGJI ��FAI=<:j	E#;d;=E#;	�$m ;dE	j#<?Yc\:�t<?I=\AE#Ik;=beGhbeBf<?YHGJI ��FAI=<:j	E#;=;6\ABf;dFA]DG �:;n|�£ i
� Ä�>x�L4 ?�B���Bfu�Bfbd;nGJ>cbe<[j#<OZhGJI=B GJYAj	E r(k) a�E#{HGzZJE#;�Gh;

r(k) ∼ cr|k|2H−2 as |k| → ∞ �I4?�7:?�
�n{AE#Y 1/2 < H < 1 ��rtY�;d>Aj¤{�G�jzGJ;=EJ��be{AE�j	<?IdI=E#]DGhbeBf<?YA;q\cE#jzG �*;=<n;d]D<��n] �Lbe{AGhb ∑∞

k=−∞ r(k) =
∞ � � {AE	Y H = 1/2 �1be{AE�FcId<[j#E	;d;Bf;¥>AYAj	<?IdI=E#]DGhbeE	\ � r(k) ∼ 0 ���¯ª�Y bd{AE�<Jbd{AE#I�{HGJYA\"�
�n{AE#Y 0 < H < 1/2 � � E�;dF�EzG !C<Ju�;={A<?I=b²�tIdGJYAg?E6\AE#F�E#YA\cE#YAj	Ew� lc£ i ���[<?I�GhYxbdB«� F&E	Id;dBf;=bdE#YAj	EJ�\A>AELbd<YAE#g?GhbeB«Z?E�\AE	F&E	YA\AE	YAj#E¢� r(k) < 0 uv<JI k 6= 0 ��a&E�b �$E	E#Y/beBf@¢E6] GJgJ;#�)§0{AEL\ABfZJE#IdgJE#YAj	E<Ju1bd{AEj#<?I=IdE	] GhbdBD<?YA; �n{AE#Y 1/2 < H < 1 GJ]f;d<�@CEzGJYA;0bd{HGhb0be{cE�;=F&E	j	bdIeGJ]�\AE	YA;dB«b �/a&E	{HGzZ?E	;GJ;

f(λ) ∼ cf |λ|1−2H as |λ| → 0, �I4?� BQ�
{AE#YAj	En\ABfZJE#IdgJE#;�Ghb)bd{AEn<?IdBfg?BDY�� f(0) =∞ ����³$>cb�a�E#jzGh>A;dEn<Ju�;=beGhbeBf<?YHGJI=Bfb �J�Q|�£ i FAI=<:j	E#;=;dE	;jzGJYAYc<Jb�E� :{ABDacBfb � >Aj�be>HG�beBD<JYA;�Ghb1GJY��GJI=aABfbdIeGJI ��;dj#GJ]DEh�JGh;�\c<6;²beIdBfj	bd] ��;=E#]«u �t;dBf@¢Bf] GJI�FAI=<:j	E#;=;dE#;	�
mLY�<Ju bdE#Y�@CBD;²b¤G !hE#Y�I=E#]DGhbeBf<?YA;d{cBDFCa&E�b �$E	E#Y�|�£ i GhYA\�;dE	]fu � ;dBD@CBD]DGJIdB«b ��j#<?YAj	E#I=YA;�be{AE6BD@CFA]DB �
jzGhbdBD<?Y¯<Ju�|�£ i a �¯;²beI=BDj	b�;=E#]fu � ;dBf@¢Bf] GJI=Bfb �/uv<?I H > 1/2 �C§0{AE#I=EwGhIdECGJj	bd>HGJ]f] �Sb � <Ãb �[F�E#;<Ju6|�£ i a�E#{HGzZ[BD<?I��w<?YcE�be{HGhbBD;]fBD@CBfbeE	\Âbd<¶be{AE/;²beIdBfj	b'\cE 8HYAB«beBf<?Y BDY24J�;:¶GJYc\G4J�7BSuv<?IG
;dE#j	<?YA\:� <?Id\cE#I';=beGhbeBf<?YHGJI � FcId<[j#E#;=;'uv<?I �n{ABfj¤{ ;²beI=BDj	b;dE#]«u �t;=BD@CBD] GhIdBfb �¶\A<:E	;'YA<Jb'{c<?]D\"��GhYA\
be{AE'j	<?YA;dE	ox>AE#YAj	Ew<Ju |�£ i bd{HGhbGhIdBD;=E#;�uv<?I�G�;=beI=BDj�be] �Ã;dE	]fu � ;dBD@CBD]DGJInFAId<[j#E	;d;*uv<?I H > 1/2 �§0{AE6FcId<?aA]fE#@ BfYCbd{AE6j#GJ;dEk<Ju8;=E#]«u �t;dBf@¢Bf] GJI�FAI=<:j	E#;d;=E#;$uv<JI �n{c<?@ ;dE	j#<?YA\[�t<?I=\AE#I ;=b¤G�beBD<JYHGJIdB«b �
\A<:E	;6Yc<Jbk{A<?]D\�BD;0bd{HGhbLGJY���;dE#j	<?YA\:� <?Id\cE#I�GhYHGJ] �[;=BD;nBD;naABDGJ;dE	\Ãa���be{AE�YA<?Y[�t;=beGhbeBf<?YHGJI=Bfb �w<Ju
be{AE¢FAId<[j#E	;d;#�Sl:F�E#j�beIeGh]$GJYc\ j#<?I=IdE	] GhbdBD<?YÂGJYHGJ] �[;dBD;be{x>A;�a&E	j#<?@CE¢bdIdBfj"! ��a�E#j#GJ>A;dE¢be{AE¢IdE��
;d>A]«be;�<Ju�be{AE	;dE6GJYHGJ] �[;dE#;�@CBDgJ{xb)a&EnjzGh>A;dE	\¢a��'be{cE0;dE#j	<?YA\:� <?Id\cE#I�FAId<JF&E	I=beBfE#;�<Ju�be{cEkFcId<[j#E#;=;
GJ; � E#]f] Gh;¥aABDGJ;�uvI=<?@,YA<?Y:� ;=beGhbeBf<?YHGJI=Bfb � � 4 6QÄ��_��§0{ABD;�\ABf;=beBfYAj	bdBD<?Y�BD;�YA<Jb¥@¢E	IdE	] �4uv<?I=@wGJ] �
aA>cb'{HGh;'BD@CF&<?I²b¤GJYQb�FAIeGhj	beBfjzGJ] j#<?Yc;dE#ox>AE	YAj#E	;w<?Y bd{AE�b �[F&E/<hu6FcId<[j#E#;=;�j#<?YA;=BD\AE	IdE	\"� �H<?I
E� cGJ@CFA]DEh� B«b'BD;�YA<JbCGh] �$G �[;�F�<?;d;=BDaA]fE�be<�\ABD;²beBDYcg?>ABD;={ BDY \ABf;dj#I=E	bdE�;=BDg?YAGJ]D;'a�E	b � E#E	Y�FA>AI=E
;=b¤G�beBD;²beBfjzGJ]�j#<JIdIdE	] GhbdBD<?Yc;kbd{HGhb*;=FHGJY4@C<?IdE�be{HGJYÃbe{AE]fE#YAghbe{¶<Ju�bd{AE;²be>A\ABfE#\4;dGJ@¢Fc]DEJ�&FA>AI=E
|�£ i GJYc\'|�£ i FcId<[\A>Aj#E	\a��Gk;dE	]fu �t;=BD@CBD]DGJI"FAI=<:j	E#;d;	��ª�YA] �*bd{AE !xYA<��n]DE	\Ag?E <JuHbe{AE FA{��[;dBDj	;
<Juqbd{AEnFAId<[j#E	;d;$j#GJYC@wG !hEkbd{AEk\AB 	&E#I=E#YAj	E6a�E	b � E#E	Ywbe{AE	;dE6FAId<[j#E	;d;dE	;$<?I�bd<�I=E#] �<?YwG]D<JYAg?E#I
beBD@CE�� ;dE	IdBDE	;#�cGJ; �nBD]D]&a&EBf]D]D>c;=beIdGhbeE	\�BDY/bd{AEYAE� [b6;dE#j�beBf<?Y"�
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KL�?�HUWVW®�XÂ��NQMONR�JM�Vv¡�® VW®��������JM�VP�?N
§0{AE0FAIdE�Z[BD<?>A;�;=E#j�beBD<JY'\AEzGJ]«b �nB«be{be{cE#<?I=E	beBfjzGJ]:FAId<JF&E	I=beBfE#;)<hu&;=BDg?YAGJ]D;	�1§0{AE0Fc>AIdF�<?;dE0<hu�bd{ABD;
;dE#j�beBf<?YÂBf;*be<�;dE#Yc;dBfbdB��	E�bd{AECIdEzGh\AE#Ibe<�be{AEC\AB <¢j	>A]fb �¶<Ju$;=jzGJ]fBDYAg�\AE�beE	j	beBf<?Y GhYA\�bd{AECaAB GJ;
jzGJ>A;=E#\¯a��¶YA<JY:�t;²b¤GhbdBD<?YHGhIdBfb �J�³$E#j#GJ>A;=ECBfY¶IdE#GJ]);=BDg?YHGh]D;LYcE#Bfbd{AE#I�|�£ i YA<?I�;=E#]«u �t;dBf@¢Bf] GJI=Bfb �
<:j	j#>AI)BfY�GJY�GJ; �:@CFcbd<JbeBfj$;dE	YA;dEh�Qbe{AE	;dE0b �$<FAI=<?F�E#I=bdBDE	;)F&<JBDYQb)<?>:b)be<�b � <\AB 	&E#I=E#YQb)b �[F&E	;�<Ju
;dBDgJYHGJ]D;	��|�£ i Bf;0IdE#]DGhbeE	\�be<�;=beGhbeBf;=bdBDjzGh]q\AE	F&E	YA\AE#Ycj#E �nBfbe{cBDY�be{cE�beBD@CE�� ;dE	IdBDE	;#�)rtY�FAIdGJj	bdBDj	E
\AE#F�E#YA\cE#YAj	ECBfY¶G¢bdBD@CE�;=E#I=BDE#;L{HGJ;*GJY4>cFAF&E	I�j#>:be< 	�ZhGJ]D>AE�j#<?I=IdE	;dF�<?YA\ABfYAgwbe<¢be{AE]DGJIdgJE#;=b
j#<?I=IdE#]DGhbeBf<?Y]fE#YAgJbd{'a&E�b �$E	E#Y�b �$<beBf@¢E BDYA;²b¤GJYQbd;#��³ � ��]DGJIdg?E	;=b�j#<?I=IdE#]DGhbeBf<?Y]fE#YAgJbd{'a&E�b �$E	E#Y
b �$<�beBf@¢EBfYA;=beGJYQbe; �¤� �$E�@CEzGJY4bd{AE�;d@¢GJ]D]fE#;=b�\ABD;²b¤GJYAj	E�a&E�b �$E	E#YÂb � <ÃbdBD@CEBDYc;=b¤GhYxbd;*be{HGhb
@wG !hE#;bd{AE/GJ>cbd<:j	<?IdI=E#]DGhbeBf<?YÂuWGJ]f] a�E#]f<�� bd{AE�Åc� @ :Ãj	<?YF8H\AE	YAj#E�]DBf@¢B«b<Ju 2/

√
N �n{AE	IdE NBD;Lbd{AE']DE	YAgJbe{¯<Ju�bd{AE';eGJ@CFA]fEJ�¥§0{cE¢Gh>cbe<[j#<?I=IdE	] GhbdBD<?YÃ<Ju G/bdBD@CE�� ;dE#I=BDE	;�BD;Lbd{AE'j#<JIdIdE	] GhbdBD<?Y

a&E�b �$E	E#Y be{AE�<JIdBDgJBDYHGJ]�bdBD@CE��t;=E#I=BDE#;¥GJYA\ bdBD@CE��t;={ABfu bdE#\�Z?E#I=;dBf<?YA;'<Ju0bd{AE�beBf@¢E»�t;dE	IdBfE#;#�S§0{AE
GJ>cbe<[j#<JIdIdE	] GhbdBD<?Y�uv<JI�bdBD@CE�] GJg t @¢E#GJ;d>AI=E#;�be{AE�j#<JIdIdE	] GhbdBD<?Y �nB«be{ABfYbd{AE�beBD@CE�� ;dE	IdBDE	;8a&E�b �$E	E#Ybe{AE¢;eGJ@CFA]DE	;�;=E#FHGhIeGhbdE#\ a�� t bdBD@CE�BDYQbeE	I=ZhGJ]D;	�Ã§0{cE�>AFAF�E#I�j#>cbd< 	 ZhGJ]f>AECBD;�bd{AEw;=@wGh]D]DE	;=bZJGh]D>AE'<Ju be{AE'bdBD@CE'] GJg�Ghu bdE#I �n{ABfj¤{Âbe{cE¢Gh>cbe<[j#<?I=IdE	] GhbdBD<?Y4<Ju�be{cECbdBD@CE��t;=E#I=BDE#;6uWGJ]D]f;*a&E	]D<��
be{ABf; 2/

√
N j	<?YF8H\AE	YAj#En]fBD@CBfbz��|�£ i BDY¥bd{ABD;�;dE#Yc;dE0@¢GJYABfuvE	;=bd;1uvId<J@ bd{AE�;d@¢GJ]f]DE#;²b�bdBD@CE#;dj#GJ]DE

>AF�bd<'be{ABf;0>AFAF�E#Inj#>cbd< 	4ZhGJ]D>cEJ�
��ox>HG�beBD<JY 4?�`Æ�\cE 8HYABfYAg;²b¤GhbdBD;=bdBDj#GJ]H;dE	]fu �t;=BD@CBD]DGJIdB«b �\A<:E	;$YA<hb$j#GJIdELGJa&<J>cb GJY��¢j	>cb=� < 	�ZhGJ]D>AE
a&E	jzGJ>A;=E*Bfb BD;$GJ; �[@CFcbe<JbdBDjh�[bd{AE�\AE 8HYABfbdBD<?Y¢<?YA] �¢\cE 8HYAE	;nGIdE	] GhbdBD<?YA;={ABDFCa�E	b � E#E#Y/bd{AE�<?I=BDgh�
BDYHGJ]kFAI=<:j	E#;d;�GhYA\ Bfbd;  15 � � � � 
 � ��� 
�
 ;=E#I=BDE#;�uv<JI m g?<?BDYcgÂbe< BfYF8HYAB«b �?� §0{AE4I=E#]DGhbeBf<?Y BfY
��ox>HG�beBD<JYG4J�sÆ4{A<J]D\A;uv<?I¥] GJI=g?EwZhGJ]D>cE#;'<Ju m � ;²b¤GJI²beBfYAg¯Ghb�;d<J@¢EwZhGJ]f>AE/<Ju m � � IeGJj�beBfjzGJ]j#<?YA;²beIdGJBDYQbe;L{A<��$E�Z?E#I*I=E#ox>ABfIdE¥bd{HGhb�bd{AE]DE	YAgJbd{¶<Ju�be{cE;eGJ@CFA]fE�a�E 8HYAB«beEh�q;d</<JYA] ��be{cE  15
� � � � 
 � ��� 
�
 ;=E#I=BDE#; >AFwbd<¥G�g?BfZJE#YwZhGJ]f>AE6<hu m jzGhYwa�ELj#<J@¢FA>:beE#\q�)§0{AELbdBD@CE��t;=E#I=BDE#;�GJYAGJ] �[;=b
BD;nbe{x>A;�uWGJj	E#\ �nB«be{Sbd{AE¥\A<J>AaA]DE�BD;=;d>AE<hu 8HYA\ABfYAgwbd{AE¥ZhGJ]D>cE�<Ju m uvI=<?@ �n{ABDj¤{4;²b¤GhbdBD;²beBDj#GJ]
;dE#]«u �t;=BD@CBD] GhIdBfb ��;dE#E	@¢;*bd</{A<?]D\q��GJYA\¯<Ju IdE#] �[BDYAg/<?Y�G/;d>�<¢j	BDE	Yxbd] �4]f<?YAgwbdBD@CE�� ;dE#I=BDE	;Lbe<�a�E
GJaA]DE�bd<�E#;=bdBD@¢GhbeE�bd{AE�ZhGJ]D>cE*<Ju H BDY���ox>HGhbdBD<?Y 4?�`ÆA�
l:E#]«u �t;dBf@¢Bf] GJI=Bfb ��BD;wGÂ;=<?I=b/<hu*g?]D<JaHGJ]n\AE#F�E#Yc\AE#YAj	E¯GJIdBf;dBfYAg�bd{AId<J>Ag?{ bd{AE¶j#<JYA;dBf;=beE	YQb/IdE	] G��
beBD<JYA;d{ABfF a�E	b � E#E	Y�be{AE�<?I=BDg?BfYHGJ]$bdBD@CE/;dE#I=BDE	;�GJYA\ Bfbd;  15 � � � � 
 � ��� 
�
 ;=E#IdBfE#;	� � {ABD]fE�bd{ABD;
;dE#]«u �t;=BD@CBD] GhIdBfb �BD@CFA]DBfE#;�|�£ i uv<JI H > 1/2 BfY/be{AE;dE	j#<?Yc\:�t<?I=\AE#Ik;=beGhbeBf<?YHGJI ��j#GJ;dEh��GJYÃ>cF:�F&E	I�j#>:b=�t< 	¢ZhGJ]f>AE uv<?I�be{cE�j#<?I=IdE	] GhbdBD<?Y�]DE	YAgJbe{¥<Ju�G�|�£ i ;dBDgJYHGJ] �nBD]D]x@¢G !JE$GLYA<?Y[�tYAE	g?]DBfg?BDaA]fE
\AB 	&E#I=E#YAj	Ea&E�b �$E	E#Y�;dE	]fu �t;=BD@CBD]DGJIdB«b ��GJYc\¯|�£ i BDYSFAIeGJj�beBfj#EJ�³ E#jzGh>A;dE�|�£ i ;=be<JFA;*Ghb�bd{ABD;
j#>cbd< 	¶ZhGJ]D>cE��Wj#GJ]D]&Bfb C ��� �n{ABDj¤{�jzGJY�a�E*;d@¢GJ]D]fE#I�be{HGhY�bd{AE*]DE	YAgJbd{�<hu�bd{AE�beBf@¢E»�t;=E#IdBfE#;	�:be{cE
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§0{AE#Y"�kbe{AE4Fc]D<Jbw<Ju s2(m) GJ;�G uv>AYAj	bdBD<?Y <hu m <?Y�G ]f<?gh�t]f<?g�;djzGh]DE¶;={A<?>A]f\�uv<?]D]f<�� uv<JI
] GJI=g?E�ZhGJ]D>AE	; <hu m G�;=beIdGJBDgJ{xb�]fBDYAE �nB«be{CYAE#gQG�beBfZJE6;=]D<?F�E 2H−2 ��³$E#j#GJ>A;=E6be{cBD; � � � � 
 � ��� 
�

� ������� � � 
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�
 ;dE	ox>AE#YAj	ELGhYA\
YA<JbkG']D<[jzGJ]q<?YAEC�vuv<JI0;d>AaA;=E	bd;L<Ju�be{AE;=E#ox>AE#Ycj#EO�»�&B«bnjzGJY�a�EG 	qE	j	bdE#\Sa��/Yc<?Y:�t;²b¤GhbdBD<?YAGJIdB«b �?�
§0{AEnFAIdE�Z:Bf<?>A;�b � <�E	;=beBf@wG�be<?I=;)@wGhBDYA] ��\cEzGJ] �nB«be{'be{AE0FcId<[j#E#;=;�ZhGJI=B GJacBD]DB«b �¢�W;=E#j#<JYA\¢<JId\AE	I¤���
{AE#YAj	E/j¤{HGJIdGJj	bdE#IdB��#E�bd{AE�E� [bdE#YQb�<Junbe{AE¢ZJGhIdB G�beBD<JYA;�BfY be{cE�;dBfg?YHGJ]$GJYA\ be{cE#BDI�F&E	Id;=BD;=bdE#YAj	E
�nBfbe{/bdBD@CE*GJg?g?I=E#gQG�beBD<JY"�
§0{AECbd{ABDI=\ÂE	;=bdBD@¢Ghbe<?I6uv<?I H ��bd{AE�j#<?I=IdE	]D<?g?IdGJ@��8IdE#]fBDE	;�<JY�bd{AECbdBD@CE'\AE#F�E#Yc\AE#YAj	E �nB«be{ABfYbe{AE�;dGJ@CFA]DE	;#�)|8<?Ycgh�tIdGJYAg?E�\AE#F�E#Yc\AE#YQb�\HGhbeGL;d{A<J>A]D\'E  c{cBDaAB«b�Z?E	I �¥;d]D<��n] ��\cE#jzG �[BDYcg*;eGJ@CFA]DE
j#<?I=IdE#]DGhbeBf<?YA;nFAI=<?F&<JI=beBf<?YHGJ]"bd< k2H−2 uv<?I 1/2 < H < 1 � k I=E#FAI=E#;=E#YQbeBfYAg�be{AE�beBf@¢E�] GJgCBDYbe{AE;=E#I=BDE#;	�¥§�</;eG �4GhY �xbd{ABDYAg/@CEzGhYABDYAghuv>A]1aAGJ;dE	\�<JY¯bd{AE'GJ>:be<[j#<?I=IdE#]DGhbeBf<?YÃuv>cYAj	bdBD<?Y r(k)IdE#ox>ABfIdE	;�be{cE/GJ;d;=>A@CFcbeBf<?Y <Jun;=E#j	<?YA\ <?I=\AE#I�;=b¤G�beBD<JYHGJIdB«b �?����GJI=B GhbdBD<?YA;BfYÂbe{cE�@¢E#GJY GhYA\
ZJGhIdB GhYAj#EBDY/bd{AE�;=BDg?YAGJ]8]DBf@¢B«b bd{AE�>c;dE�<Ju�bd{ABD;n;=beGhbeBf;=bdBDjJ�H{cE#YAj	E¥\AE»� beI=E#YA\cBDYAgCGJYA\�ZhGJIdBDGJYAj#E
YA<?Id@¢GJ]fB��#BfYAg¥;={A<?>A]f\�a&EF�E#I=uv<JId@CE#\�<?Y/be{AE;=BDg?YHGh]"a&E�uv<?IdEj	<?@¢Fc>cbeBfYAg'Bfb#�
��BDYHGh]D] �J� �n{ABD]fE�be{AE�bd{AIdE	E�FcIdE	Z[Bf<?>A;n@¢E�be{A<[\A; � E#I=E�aHGh;dE#\�<?Y/be{cEbdBD@CE�� \A<?@¢GJBDY"�?bd{AE98HYHGJ]
<?YAEnBD;�be{cEkF�E#I=BD<[\A<?g?IdGJ@��?BDY'be{cEkuvI=E#ox>AE#Ycj �Q�t\A<J@wGJBfY"�)r u&be{AEn;dE	IdBfE#;�E� :{ABDacBfbe; �6� �	� 5� 
� =��� 7
� |�£ i �nbe{cE#Y¶be{cE¥E#;²beBf@wGhbdE#\¶;=F&E	j	bdIeGJ]�\AE#Yc;dBfb �¶Ghbkbe{AE<JIdBDgJBDY�;d{A<?>c]D\¶a�E#{HGzZJE'GJ;�BfYSE#ox>HG��
beBD<JY 4J�7Bc� � ]D<Jb=beBDYcg�be{AE F&E	IdBD<[\A<?gJIeGJ@-YAEzGJI�be{cE <?I=BDg?BfY �nBfbd{Gn]D<?gh� ]D<?g0;=jzGJ]fE�;d{A<?>c]D\¥I=<?>Ag?{c] �
uv<?]D]f<�� G�;=beIdGJBDgJ{xbk]fBDYAE*<Ju�;d]f<?F&E 1− 2H �$§0{AE�aABDg?gJE#;=bkFAI=<?aA]fE#@ �nB«be{ÃuvI=E#ox>AE	YAj �Q�t\c<?@wGhBDY
;=b¤G�beBD;²beBfj#;wj	<?YAj	E#IdYc;�be{AE¶Fc{ �[;=BDjzGh]L@CEzGJYABfYAg <hu�� uvIdE	o[>cE#YAj � �Sj#<J@¢F�<?YAE	Yxbd; � 4 6QÄ:�$ÄAB�� � r u
be{AE6;dBDgJYHGJ]�BD;�\A>AEkbe<¥j	<?YQb¤GJBfY � E#]f]«�t\cE 8HYAE	\�F�E#IdBf<:\cBDj#B«beBfE#;#�hbe{AE	Y�G�;d@C<[<Jbe{AE	\wF�E#I=BD<[\A<?g?IdGJ@
@¢Bfg?{Qb�FAId<OZ[BD\AE6>A;dE�uv>A]�BDYcuv<?I=@wG�beBD<JY�GJa&<J>cb�be{AE6;dBDgJYHGJ]_^`;�FAId<JF&E	I=beBfE#;	�)rtY¢bd{AELj#GJ;dE6<Ju";²b¤GhbdBD;²�
beBDj#GJ]�;dE	]fu �t;=BD@CBD]DGJIdB«b �¥<?YCbe{AEL<Jbe{AE	I${HGhYA\"�:bd{AE#I=E�GJI=ELYA<hb0GJ] ��G �[;�g?<[<:\¢IdE#GJ;d<?Yc; be<�be{ABfY !�<Ju
@¢E#GJYABDYcgJuv>A]8uvIdE	o[>cE#YAj �¶j#<J@¢F�<?YAE	Yxbd;LBfYSbe{AE�FAId<[j#E	;d;	�"{AE#Ycj#Euv<[j#>A;=BDYAg¢<?YSbe<[<w;=@wGh]D]�;d>Aa[�
;dE	bd; <hu&bd{AE6F�E#I=BD<[\A<?g?IdGJ@ @¢Bfg?{Qb�F&<?;=EnFAId<?ac]DE#@C;#�1mLY�� ��G �J�HG�uvIdE#ox>AE	YAj �Q� \A<?@¢GJBDY¢GJYHGJ] �[;dBD;
@¢Bfg?{Qb�;d{A<�� be{AGhb$gJ]D<?aHGh]H;djzGh]DBDYcg�E  :BD;=bd;$BfYCbd{AEL;=BDg?YHGh]Abe{AI=<?>Ag?{wG 1/f Yc<?BD;=E��t]fB�!hEka�E#{AGOZ[Bf<?IBDY be{AE/;=F&E	j	bdId>A@ � 4�4�Ä:� 4�4 6�� � l:E#E�GJ]f;d< � >��0uv<?I�G4\ABD;=j#>A;=;dBf<?Y <hu6bd{AE�E#;=bdBD@¢GhbeBf<?Y <Jukbe{cE
;dF�E#j	bdId>A@ <hu 1/f FAId<[j#E	;d;=E#;6BDY/be{AE �$GzZ?E#]fE	b6\A<?@¢GJBDYq�
y6;dBfYAgSE	;=bdBD@¢Ghbe<?I=;�bd{HGhb¥IdE#] ��<?Y GÃ;²b¤GhbdBD<?YAGJIdB«b ��GJ;d;=>A@¢F:beBD<JY �nBfbd{ YA<?Y[�t;=beGhbeBf<?YHGJI �¯\HGhbeG
@¢Bfg?{Qb acB GJ;�be{AE�E	;=bdBD@¢GhbeBf<?Y � :?Äx�J4zÆxÄ �_��m-;dE	]fu �t;=BD@CBD]DGJI);dBfg?YHGJ]�BD\cEzGJ]f] �'I=E#ox>ABDI=E#;0GhY/GJYHGJ] �[;dBD;
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be<[<?]�jzGJFAGJaA]DE�<Ju$\ABD;=E#YQb¤GhYAg?]DBfYAg/be{AE�;=jzGJ]fBDYAg�FAId<JF&E	I=beBfE#;�Ghb�EzGhj¤{ beBf@¢E	;djzGh]DEJ�CrtYÂbd{AE�jzGJ;=E
<Ju�G ;dBDgJYHGJ]kj#<?YQb¤GhBDYABfYAg a�<Jbe{ \AE	F&E	YA\AE	YAj#EÂGJYA\ ;=E#]fu � ;dBf@¢Bf] GJI=Bfb �?��<?YAE4{AGJ;wbe< j¤{cE#j"!�be{cE
jzGJ>A;=E/<Junbe{ABf;\AE	F&E	YA\AE#Ycj#EJ� m j#<?@C@¢<JY FAIeGhj	beBfj#E�BfY beBf@¢E»�t;=E#IdBfE#;'GhYHGJ] �[;=BD;¥Bf;¥be<4@C<[\AE#]
YA<?Y:� ;=b¤G�beBD<JYHGJIdB«b �¥a��¢G*beIdE	YA\�GhYA\wI=E#@C<�ZJE6B«b�uvId<?@�be{AEk\HGhbeG�a�E	uv<?I=ELGhYHGJ] ���	BDYAg*be{cE6;=BDg?YHGh]_�
rtY�bd{AEjzGJ;=E<Ju�;=jzGJ]fBDYAg'FcId<[j#E#;=;dE	;6{A<�� E	ZJE#I#��B«bnBD;�\AB <Cj#>A]«b�be<�\ABf;=beBfYAg?>ABf;d{/a�E	b � E#E	Y¶GJj�be>HGJ]
F&E	IdBD<[\ABfj)j#<?@CF�<?YAE#YQbd;#��YA<?Y:� F&E	IdBD<[\ABfj);d{AB«u be;�BDY*bd{AE @CEzGhY"��<?I�] GJI=g?E)ZhGJIdBDGhbeBf<?YA;qBfY�bd{AE�;dBfg?YHGJ]
\A>AE¢bd<4GÃ]DGJIdgJECZhGJI=B GJYAj	EJ�Ãl:BfYAj#E¢;djzGh]DBDYcgÃFAI=<:j	E#;=;dE#;'{AGOZJE�YA<¶FAGJI=bdBDj#>c] GJI]D<[jzGh]DB��#GhbeBf<?Y¶BfY
be{AE¥uvI=E#ox>AE	YAj �Q�t\c<?@wGhBDY �vYA<�j¤{HGJIdGJj	bdE#I=BD;=bdBDj�beBD@CE#;=jzGJ]fEO�»�&B«bLBf;L<Ju bdE#Y4BD@CF�<?;d;=BDaA]fEbd<�\AE	j#BD\cE
�n{AE	bd{AE#I�<JYAEL;={A<?>A]f\�@¢<[\AE	]�bd{AEL]f<?YAg�bdBD@CE#;=jzGJ]fE#; �nBfbe{wG¥;dE#GJ;d<JYHGJ]&bdIdE	YA\/<?I�YA<Jb�@C<[\AE#]�Bfb
GhbkGJ]D]qGJYA\�]DE�bn;dE#]«u �t;=BD@CBD] GhIdBfb �E� :FA] GhBDY�YA<?Y:� ;=beGhbeBf<?YHGJI=Bfb �Cbe{HGhbn]f<:< ![;0]fB�!hE*GCF�E#I=BD<[\ABDj	Bfb �J�

3 � � ��� � $���9 ��9 � � � $�7:9L�¨7R*J$��I& ��+ �L9 � 9L* � &I � ∗
§0{AE¢E	;=bdBD@¢Ghbe<?I=;BDYQbeI=<:\A>cj#E#\�BDY¯be{cE¢FAI=E	Z[BD<J>A;�;=E#j�beBD<JYA;¥GhIdE'be{AEC@C<?;=b �nBD\cE#] �¶>A;dE	\ <?YAE	;
BDY�be{cE�]fBfbdE#IeG�be>AI=EJ��°kE	Z?E	I=bd{AE#]fE#;d;	��bd{AE#BfI�>A;=E�uv<?I$;djzGh]DBDYcg'FAId<[j#E	;d;dE	;LBf;0{ABDg?{c] �¢o[>cE#;=bdBD<?YAGJaA]DE
a&E	jzGJ>A;=E¥<Ju�be{AE�aAB GJ;nuvId<J@ YA<?Y:� ;=b¤G�beBD<JYHGJIdB«b �/BDY�;dj#GJ]DBfYAgCFAId<[j#E	;d;dE	;#� � GzZ?E	]DE�b=�taAGJ;dE	\¶be<[<?]D;
j#<?YA;²beB«be>cbdE'G/] GJI=g?E¥;²beE#F¯uv<?I ��GJI=\4BDY¶bd{AE'\AE	bdE#j�beBD<JY�<hu ;=jzGJ]fBDYAg¢be{HGJY ![;*bd<�G�]DBD@CBfbdE#\ÃaAB GJ;
uvId<?@ YA<?Y:� ;=beGhbeBf<?YHGJI=Bfb �CBDYwbd{AE*E#;²beBf@wGhbdBD<?Yq��m \AE�b¤GJBf]DE#\¢beIdE#Ghbe@CE#YQb0<hu �$GzZ?E	]DE	b6GJYAGJ] �[;dBf;�BD;
<?>cbe;=BD\AEnbe{cE6;=j#<?F�EL<Ju&be{ABf;�be{AE	;dBD;	� �6E	IdE � EL<JYA] �'BfYQbeId<[\A>Aj	E6aAGJ;dBfjkFcId<?F�E#I²beBDE	; <hu ��GzZJE#]DE�be;	�
��<JI¥GSj	<?@CFA]DE�beE¢bdIdE#Ghbe@CE#YQb<hu ��GzZ?E	]DE�bbe{AE	<?I � GJYA\ GJYHGJ] �:;=BD;	� �$EwIdE	uvE	I¥I=E#;dF�E#j�beB«Z?E#] � bd<
�7:hÆ���GJYA\ �7:x�HÆA� B�� �
� GzZ?E	]DE�b);dBfg?YHGJ][\AE	j#<?@CF&<J;dBfbdBD<?Y�j#<JYA;dBf;=be;�BDYGhYHGJ] ���	BDYAg6GL;dBfg?YHGJ] X(t) bd{AId<?>cg?{GLaAGJYA\AFHGh;d;<?;dj	BD]D]DGhbeBfYAgÃuv>cYAj	bdBD<?Y ψj,k

�n{AE#I=E j IdE	FAIdE	;dE#YQbd;¢be{cE�bdBD@CE#;=jzGJ]fE/GJYA\ k be{AE/bdBD@CE�BDYA;²b¤GJYQb#�§0{AId<?>cg?{A<?>cbCbe{cBD;�j¤{HGJFcbdE#I	��;d@¢GJ]D] ZJGh]D>AE	;C<hu j IdE	FAIdE	;dE	Yxb¢be{AE�;d@¢GJ]f]DE#;²b'beBf@¢E	;djzGh]DE#;�GhYA\] GJI=g?EkZhGJ]f>AE#; IdE	FAIdE	;dE#YQbnbe{cE�] GJI=g?E#I�beBf@¢E	;dj#GJ]DE	;#��³ �¢;dj#GJ]DBfYAgGhYA\�;d{cBfu beBfYAg�bd{ABD;�uv>AYAj�beBD<JY ψ �Bfb0Bf;�F&<J;d;dBfaA]DE6be<�aAIdE#G !¢bd{AE;dBfg?YHGJ]&BDYQbe<'B«be;$bdBD@CE#;dj#GJ]DELFHGJI=bd;�� Ghb$beBD@CE#;=jzGJ]fE j ��GJYA\ �nB«be{ABfYEzGJj¤{�beBf@¢E	;djzGh]DE*GJ]f<?YAgbd{AE*beBD@CEG  :BD;��WGhb0beBf@¢E k ���

ψj,k(t) = 2−j/2ψ(2−jt− k), j ∈ Z, k ∈ Z � 4?� ?Q�
�n{AE#I=EÃbe{cE ψj,k(t)

uv<?Id@ GJY <?I=bd{A<?YA<JId@¢GJ]�aHGJ;=BD;C<Ju L2
�$bd{AEÃ;=FHGJj	ES<Ju6b �nBDj#E�BDYQbdE#g?IdGJaA]DE

uv>AYAj	bdBD<?Yc;#��m6Y���;dox>HGJI=EkBfYQbeE#gJIeGJaA]fE0;dBfg?YHGJ]:jzGJYC{AE#Ycj#Eka&EnGJFcFAId<  :BD@¢GhbeE	\�a �'G98AYABfbdE0]DBDYcEzGJI
j#<?@acBDYHGhbdBD<?Yw<Ju1bd{AE ψj,k(t)

�
m \ABf] GhbdBD<?Y�GJYc\¶;d{AB«u beBfYAg¢<JF&E	IeGhbdBD<?Y�a��¶G�uWGJj	bd<?I (j, k) @¢<OZJE#;Lbd{AE¥<?I=BDg?BfYHGJ]quvI=E#ox>AE	YAj � f0<Juqbd{AE6uv>AYcj	beBf<?Y ψ bd<�uvI=E#ox>AE#Ycj � 2−jf0

�n{ABf]DEn;d{cBfu be;�Bfb�BfYCbdBD@CEka��¢G*uWGJj	bd<?I <hu 2jk ��£nE#j#GJ]D]be{HGhb�] GJI=g?E#I$ZhGJ]f>AE#;$<Ju j IdE	] GhbdELbe<']DGJIdgJE#I bdBD@CE#;=jzGJ]fE#;#�:{AE#Ycj#E;d@¢GJ]D]fE#I�uvIdE#ox>AE	YAj#BfE#;�� 2−jf0
���

��BDg?>cIdE 4?� 6�;={A<��n;$be{AEnbeBf]DBfYAg*<Ju"bd{AEkbdBD@CE��_uvIdE#ox>AE	YAj ��Fc] GJYAE �n{AE	Y�>A;dBfYAg�G�\ �?GJ\ABDjk\ABf] GhbdBD<?Y
GJYA\ ;={ABfu bdBDYAg�<?F�E#IdGhbe<JId;#��ª�Y ��Bfg?>AIdE 4?� 6c� � Ew;d{c<�� bd{AEC<?IdBfg?BDYHGh]1uvIdE	ox>AE#YAj � f0

GJYc\Âbe{cE
j#<?I=IdE#;=F&<JYA\ABDYcg�bdBD@CEIdE	;d<?]f>cbeBf<?Y"�'m \ABf] GhbdBD<?YS<?F&E	IeGhbdBD<?Y4<hu$uWGJj�be<?I j @¢<OZ?E	;�bd{AE�<?IdBfg?BDYAGJ]uvIdE#ox>AE	YAj � f0

bd< 2−jf0
�H{AE	YAj#E�g?<?BfYAgbe<CG'j#<QGhId;dE	I0beBD@CE*IdE	;d<?]f>cbeBf<?Y/<Ju�GuWGJj	bd<?I 2j �
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��BDgJ>AIdE 4?� 6 ��§0Bf@¢E»� uvIdE	ox>AE#YAj �/FA]DGJYAE�uv<?I0\ �?GJ\ABfj�\cBD] G�beBD<JY�GJYA\�;d{cBfu beBfYAg'<?F�E#IdGhbe<?I=;#�

§0{AE \ABf;dj	IdE	bdE �$GzZ?E#]fE	bÃbeIeGhYA;=uv<?I=@ GJ]DgJ<?IdB«be{A@ F&E	I=uv<?I=@¢;�G \ �QGJ\ABfjÂbdIdE#E�\AE	j#<?@CF&<J;dBfbdBD<?Y
�W@>A]«beBfIdE#;=<?]D>:beBD<JY�GJYHGh] �[;dBf;¤�$<Ju�be{AE;=BDg?YHGh]

X(t) =
∑

k

cX(j0, k)φj0,k +

J
∑

j≤j0

∑

k

dX(j, k)ψj,k(t)
�I4?�7@?�

�n{AE#I=E�be{AE 8HI=;=b�bdE#Id@ <?Y'be{cE�IdBfg?{Qb=�t{AGJYA\;=BD\AE0I=E#FAI=E#;dE	YQbe;�GJYCGJFAFAI=<  cBf@wG�beBD<JY¥<JuHbd{AE0;dBfg?YHGJ]
�n{ABD]fE�be{AE�;dE	j#<?YA\ÃbeE#I=@ IdE	FAIdE	;dE#YQbd;Lbe{AE�\AE�b¤GJBf]D;#� j0 a&E	BDYAg'bd{AE�I=E#;=<?]D>cbdBD<?Y�\AE	Fcbe{"��B �sEh� be{cEj#<QGJI=;dE	;=b/I=E#;d<J]D>cbdBD<?Y Ghb �n{cBDj¤{�be{cE¶;dBfg?YHGJ]nBD;wGJYHGJ] ���#E#\q� §0{AE cX(j0, k)

GJI=ESjzGh]D]DE	\ bd{AE
;djzGh]DBDYcg�j#<[E <Cj#BfE#YQbe;�GJYc\ φ bd{AE';dj#GJ]DBfYAg�uv>AYAj�beBf<?Y"��§0{AE dX(j, k) GJI=E'jzGJ]f]DE#\¶bd{AE �$GOZJE#]fE	bj#<[E <Cj#BfE#YQbe;LGJYA\ÃGJIdE�<Ju);=F&E	j#BDGJ]�BDYQbeE	IdE#;²bLa�E#j#GJ>A;=E¥be{AE ��GJIdE�>A;=E#\4GJ;6G�;d>AaA;²beB«be>cbdE�uv<?I0be{cE
BDYAj	IdE#@CE#YQbd;�<Ju�be{cEFAId<[j#E	;d; X <OZJE#I�be{cE\ �QGh\ABDj¥bdIdE	E<Ju�be{AE�beBD@CE��_beBf@¢E	;djzGh]DE*FA]DGJYAEJ�L§0{AE
<?I=bd{A<?g?<?YAGJ]JaHGh;dBD;8FcId<?F�E#I²b �*<Ju φ GJYA\ ψ GJ]f]D<��4be{AE�E#GJ; �*j	<?@CFA>cb¤G�beBD<JY�<Ju[be{AE�j	<:E <¢j	BDE	Yxbd;�a �;dBD@CFA]fELBDYcYAE#I�FcId<[\A>Aj	bd; �nBfbd{wbe{AE*;=BDg?YAGJ]_�)§0{cE*YABDj	E�FAId<JF&E	I=beBfE#;�<hu�bd{AE �$GOZJE#]fE	b0beIdGJYA;²uv<?Id@
@wG !hE�bd{AE �$GOZJE#]fE	bj#<[E <Cj	BDE#YQbd;�a&E�bdbdE#I�;=>ABfbdE#\Suv<?I6;=beGhbeBf;=beBfjzGJ]�GJYAGJ] �[;dBf;LBfY¶j#<?@CFHGJI=BD;=<?YÃbd<
be{AE�<JIdBDgJBDYHGJ]QBfYAj#I=E#@CE#YQbe;�<huHbe{AE�FcId<[j#E#;=;#��rtY�GJ\c\ABfbdBD<?Y"��be{cE ��GzZJE#]DE�b�beIdGJYA;=uv<JId@ {HGJ;�G O(n)beBD@CEkj#<?@CFA]DE  :Bfb �?�:@wG ![BfYAg¥B«be; j#<?@CFA>cbeGhbeBf<?YwuWGJ;²bz���HId<?@ YA<��-<?Y"� �$E*;={HGJ]D]�\AE#GJ] �nB«be{�be{cE
d(j, k) BDYA;²beEzGh\Ã<Ju�be{cE�FcId<[j#E#;=;nBDYAj	IdE#@CE#YQbd; Xδ(k)

�
°6<�� ]fE	bL>A;*;d{A<JI=be] �¶\AE	;dj	IdBDa�E'{A<�� be{AE �$GzZ?E	]DE	b�j	<:E <¢j	BDE	Yxbd; d(j, k) GJIdE¥j#<?@CFA>cbdE#\"���H<?Ibe{ABf;#� � E0IdE	] ��<?Y'�1BDg?>AI=E!4J�sÆA� i >AI=BDYAgLbd{AE�;=>Aj#j	E#;d;=BfZJEkB«beE	IeGhbdBD<?YA;�<JuHbd{AE �$GzZ?E#]fE	b�GJYAGJ] �[;dBf;#�JG
\ABD;=j#IdE�beEkbeBD@CE�� \A<?@¢GJBDY�GhYHGJ] �[;=BD;D8H]fbdE#I$j	<?IdI=E#;=F&<?Yc\ABDYAg�be<¥bd{AE �$GzZ?E	]DE	b$uv>AYAj	bdBD<?Y¢BD;$GJFAFA]fBDE#\
<?Y¥be{cE$;dBfg?YHGJ][Ghb1be{AE ;d>Aj	j#E	;d;dB«Z?E0beBf@¢E	;dj#GJ]DE	;#��§0{ABD;�GJYHGJ] �:;=BD; 8H]fbdE#I�BD;�GL;dE	o[>cE#YAj	E0<Ju �$E	BDg?{Qbd;
� G 8H]fbdE#Ie�Cbe{HG�b�jzGJI=IdBDE	;/<?>cb/bd{AE �$<JI !xBDYAg <Ju�be{cE�j	<?YQbeBfY[>c<?>A; �$GOZJE#]fE	b�uv>AYAj	bdBD<?Yq� §0{ABf;
GJYHGJ] �:;=BD; 8H]fbdE#I1\A<:E	;1b � <�be{ABfYAg?;	�)��BfId;=b1Bfb1g?E	YAE#IdGhbeE	;�be{AE ��GzZ?E	]DE�b�j#<[E <Cj#BfE#YQbe;�IdE#FcIdE#;=E#YQbeBfYAg
be{AE'ZhGJIdBDGhbeBf<?YA;�BfY4be{AE�;dBfg?YHGJ])bd{HGhbj	<?>A]D\�a�EC@¢Ghbdj¤{AE#\�a��4be{AE'be{cE 8A]fbeE	IGhbbe{AE�j	>AIdI=E#YQb
beBD@CE#;=jzGJ]fE j � d(j, k) �»��l:E	j#<?YA\q�cbe{AE6GJYHGh] �[;dBf;#8H]«beE	I$GJ]f;d<�FAId<[\A>Aj	E#; bd{AELYcE � ;dBfg?YHGJ]1� c(j, k)<?Y���BDg?>cIdE 4?�`Æx� be<Ca�E�GhYHGJ] ���	E#\ÃGhb0be{AEYAE  [b6bdBD@CE#;dj#GJ]DE j + 1 �n{ABfj¤{ÃBf;�b �nBDj	E¥GJ;n]DGJIdg?E�GJ;
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be{AE�j#>cIdIdE	YQb¥beBf@¢E	;dj#GJ]DEh�'§0{ABD;�YAE � ;dBDgJYHGJ])j	<?YQb¤GJBfYA;E	Z?E	I �xbe{cBDYAgÃBDY¯be{AE�;dE	ox>AE#YAj	E/Ghbbe{cE
FAIdE�Z:Bf<?>A;6BfbeE	IeGhbdBD<?Y�be{AGhbLj	<?>A]f\¶YA<Jb6a&E�@wG�bej¤{AE	\¶a��Ãbd{AE �$GzZ?E#]fE	b�uv>cYAj	bdBD<?Y"�Ll:</Ghj	be>AGJ]D] �?�
be{AE ��GzZJE#]DE�bSbdIeGJYA;²uv<?Id@ I=E#]fBDE#;�<?Y�b �$< 8H]fbdE#I=;#�G {cBDg?{:� FHGJ;=; 8A]fbeE	I/be{HGhbÃg?E	YAE#IdGhbeE	;Ãbe{cE
��GzZ?E	]DE�b�j#<[E <Cj	BDE#YQbd;#�nGJYA\ GÂ]f<���� FHGJ;=; 8H]«beE	I�bd{HGhb¢g?E#YcE#IeG�beE#;Cbe{AEÃ;d@C<:<hbe{AE	\ ZJE#Id;=BD<?Y <Ju
be{AE*;=BDg?YHGh]&be<'a�EGJYHGh] ���#E	\�a���bd{AE*YAE  :bkB«beE#IdGhbeBf<?Yw<hu1bd{AEGJ]DgJ<?IdB«be{A@����H<?I uv>AI=bd{AE#I0\AE�b¤GJBf]D;
<?Y/be{AE � <?I !xBDYcg¢<Ju�be{cE�\cBD;dj	IdE�beE ��GzZJE#]DE�b6bdIeGJYc;=uv<?I=@Ã� �$E�IdE�uvE#I0be< � 4 ? :[�L4C??Å�� �

��Bfg?>AI=E 4?�sÆ � i BD;=j#IdE�beE¢�vuv<JI �$GJId\�� �$GzZ?E#]fE	bkbeIdGJYA;=uv<JId@��
mL;d;=>A@CE�<?YÃ��Bfg?>AIdE 4?�`Æ�be{HGhb � E�;²b¤GJI²b �nB«be{ÃGC;=E#ox>AE	YAj#Ej	<?YQb¤GJBfYABDYcg�4CBCF�<?BDYQbd;k<JY �n{ABfj¤{
�$EnF�E#I=uv<JId@�bd{AEn\ABD;=j#I=E	beE �$GzZ?E#]fE	b�beIdGJYA;=uv<JId@��1mku beE#I�bd{AE 8HId;²b B«beE	IeGhbdBD<?Y<hu&bd{AEkGJ]Dg?<JIdBfbd{A@��
�$E6g?E	b�be{cE ? ��GzZ?E	]DE�b�j#<[E <Cj	BDE#YQbd;*� d(1, k) �)IdE	FAIdE	;dE#YQbdBDYAg¥bd{AEnZJGhIdB G�beBD<JYA;�BDY�be{AEk<?I=BDg?BDGJYHGJ];dBDgJYHGJ]kGhbwG�beBf@¢E	;dj#GJ]DE�E#ox>HGJ]nbe<�b �nBDj	EÃbe{cESFAI=E#j#Bf;dBf<?Y <Ju*bd{AES<JIdBDgJBDYHGJ]$;dE#ox>AE	YAj#Eh� §0{ABf;
BD;/a�E#jzGh>A;dE¯be{AE�E 	&E#j�b�<Ju'GJY�� B«beE	IeGhbdBD<?Y <Ju�be{AE�GJ]fg?<?I=Bfbe{c@ Bf;�be< IdE#Fc] GJj	E¶be{AE�<?IdBfg?BDYAGJ]
;dE#ox>AE	YAj#E�a��Sbd{AE �$GzZ?E#]fE	bj	<:E <¢j	BDE	Yxbd;*BDY¶<JYAE{HGJ]«u�<Ju�be{cE';dE#ox>AE	YAj#E�]fE#YAgJbd{"�"GhYA\4a��Sbe{cE
YAE � ;=E#ox>AE#Ycj#E�� c(j, k) �0bd<wa�EGJYHGh] ���#E	\S\A>AI=BDYAgCbe{AE�YAE� [bLBfbeE	IeGhbdBD<?Y�BfYÃbe{cE�<Jbd{AE#I6{HGJ]«u)<Jube{AE<?I=BDg?BfYHGJ]�;dE	o[>cE#YAj	EJ��§0{AEI=EzGJ;=<?Y�uv<JI$be{AE � <?I !xBfYAg�<Ju1bd{AE\ABD;=j#I=E	beE �$GzZ?E#]fE	bnbeIdGJYA;²uv<?Id@
GJ]Dg?<JIdBfbd{A@ BD;0be<¢GJ]D]f<�� GJ]f]"BfbdE#IdGhbeBf<?YA;�be<Ca�E�F�E#I²uv<?Id@CE#\�BDY:� ]DBfYAE�BDY�be{cE�;=FHGJj	E¥>A;=E#\¶a��/be{cE
<?IdBfg?BDYHGh]&;=E#ox>AE#Ycj#EJ� §0{AE<?IdBfg?BDYAGJ]q;=E#ox>AE#Ycj#E¥Bf;0{AE#Ycj#E�]D<?;²b0aA>cbnbe{cE�Gh]Dg?<?I=Bfbd{A@ {HGJ;na&<hbe{ÃG
;dFHGJj	ECGJYA\¶beBf@¢E¥j#<?@CFA]DE  :Bfb �Ã<Ju O(n) �n{AE	IdE n BD;6be{AE�]DE	YAgJbd{4<Ju�be{AE'<?I=BDg?BfYHGJ]�;dE	o[>cE#YAj	EJ�ª*Y���Bfg?>AI=E 4?�sÆc�
§0{AE/FAId<JF&E	I=beBfE#;bd{HGhb'@¢G !JE ��GzZ?E	]DE�bwGhYHGJ] �[;=BD;;=>ABfbeGJaA]DECuv<?I;²be>A\ �[BfYAg¯;djzGh]DBDYcg¶FAId<[j#E	;d;=E#;
GJIdE�bd{AE*uv<?]D]f<��nBfYAg �
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4?�n;dj#GJ]DEBfYQZJGhIdB GhYAj#E �kbd{AE ��GzZJE#]DE�baHGJ;=BD;�a�E#BfYAg/aA>ABf]fbLbd{AId<J>Ag?{¶be{cE'\ABD]DGhbeBf<?YÃ<JF&E	IeGhbd<?I#�
be{AEGhYHGJ] ���	BDYAg¥uv>cYAj	bdBD<?YA;�uWGh@¢Bf] ��{HGJ;nG'aA>cBD]fb²�tBfYw;dj#GJ]DBfYAgFAI=<?F�E#I=b �¢be{HG�bnIdE#FcId<[\A>Aj#E	;
;dj#GJ]DBfYAg'FAIdE	;dE	Yxb6BDY/bd{AE\HGhb¤G��

Ä:�nId<?ac>A;=bdYAE#;=;wGJg?GJBDYA;²b'YA<?Y[�t;=beGhbeBf<?YHGJI=Bfb ��¢bd{AE�@¢<hbe{AE	I ��GzZJE#]DE�b4� ψ0
�¥{AGJ;CG¯Yx>A@¥a&E	I

N ≥ 1 <Ju�ZhGJYABf;d{ABfYAg�@C<?@¢E	YQbe; ∫

tkψ0(t)dt ≡ 0, k = 0, ..., N − 1 �8GJ]f]D<��nBDYcgCbd{AE
��GzZJE#]DE�bnbe<CIdE#@C<OZ?E�GJY��/F�<?] �[YA<J@¢BDGJ]�bdIdE	YA\Ã<hu�<?I=\AE#In>AF�be< N − 1 �

6c�kGJ]D@C<?;²b�\AE#j	<?IdI=E#] G�beBD<JY �S>AYc\AE#ICbe{AESGJ;d;=>A@¢F:beBD<JY <Ju N ≥ H + 1/2 � g?]D<JaHGJ]n|�£ iGJ@C<?YAg$bd{AE�BDYAj	IdE#@CE#YQbd;8<Ju:bd{AE�FAI=<:j	E#;d;�j#GJYa&E)bd>AIdYAE	\�BfYQbe<0;d{c<?I=b²�tIeGhYAg?E�\AE	F&E	YA\AE#Ycj#E
� 4CBJÆ�� �

§0{AE#;=E'FAId<?F�E#I²beBfE#;LE	YA;d>cIdE¥bd{HGhbLbd{AE �$GzZ?E#]fE	b�bdIeGJYc;=uv<?I=@%j#GJFcbd>AIdE	;Lbe{AE¥;djzGh]DBDYcgwFAI=<?F&E	I=bdBDE#;
<Ju�be{AE*;=BDg?YHGh]��WF�<?BDYQb�4���GJYA\/be{AGhbkG;d<?>cYA\SGhYHGJ] �[;=BD;�<Ju�bd{AE*;dBfg?YHGJ]"a�E*F�E#I=uv<JId@CE#\�Ghb0E#GJj¤{
beBD@CE#;=jzGJ]fEnBDYA\AE	F&E	YA\AE	Yxbd] �C<Ju8<hbe{AE	I beBf@¢E	;dj#GJ]DE	;��vF&<?BfYQb�ÄJ��� �nBfbe{wG¥j#<JYxbdId<?]f]DE	\¢aABDGJ;�j#<?@CBDYAg
uvId<?@ YA<?Y:� ;=b¤G�beBD<JYHGJIdB«b �wBfY/be{AE;dBfg?YHGJ])�WF�<?BDYQb 6Q�»�
§0{AE;dE	j#<?Yc\:�t<?I=\AE#I �$GzZ?E	]DE	b²�taHGh;dE#\¯E	;=beBf@wG�be<?I6<Ju�;dj#GJ]DBfYAgA��be{AE �6� � � � ��� 
1
���� � � �� � | i � �7:��
j#<?YA;=BD;²be;�BDY¯FA]D<hbdbeBfYAg yj = log2(µj)

GJgQGJBfYA;=b j be<?gJE	be{cE#I �nBfbd{�bd{AE�j#<?YF8A\AE#YAj	EwBfYxbdE#I²ZJGh]D;#�
�n{AE#I=E

µj =
1

nj

nj
∑

k=1

|dX(j, k)|2. � 4?� 4OÅQ�

nj
BfY-��ox>HGhbdBD<?Y 4?� 4OÅ \AE	YA<JbeE	;�bd{AE¯Yx>A@a�E#I�<Ju ��GzZ?E	]DE�bSj	<:E <¢j	BDE	Yxbd;�Ghb�<:j�b¤GzZ?E j GhYA\

dX(j, .) IdE	FAIdE	;dE#YQb/bd{AE �$GOZJE#]fE	b/j	<:E <¢j	BDE	Yxbd;/Ghbw<:j�b¤GzZ?E j �-§0{AE �6� � � � ��� 
 
���� � � �� BD;wG
;dE#j	<?YA\:� <?Id\cE#I�;=b¤G�beBD;²beBfj'<Ju$bd{AE �$GzZ?E	]DE	b¥j#<[E <Cj#BfE#YQbe;be{AGhb�@¢E#GJ;d>AI=E#;be{AE�ZhGJIdBDGJYAj	EC<hu$be{cE
��GzZ?E	]DE�bj#<[E <Cj	BDE#YQbd;¥Ghb�E#GJj¤{ <[j	b¤GzZJE j �/l[jzGJ]fBDYAg�\AE�beE#j�beBf<?Y j#GJY a�E¢F�E#I²uv<?Id@CE#\4bd{AId<?>cg?{<?aA;dE	I=ZhGhbdBD<?Y <Ju*]DBfYAEzGhI¢Gh]DBDgJYA@¢E	YQb�<Ju�be{cESj#<JYF8H\AE	YAj#E4BfYxbdE#I²ZJGh]D;�<Ju*be{cE yj

�nB«be{ABfY ;=<?@¢E
<:j�b¤GzZ?E/IdGJYAg?Eh��r u���GhYA\ <?YA] ��B«ukGJ]DBfg?YA@CE#YQb¥Bf;\AE�beE#j�beE	\"� j#GJY be{cE/E#;=bdBD@¢GhbeBf<?Y <hu6;=jzGJ]fBDYAg
FHGJIeGh@¢E�beE#I=;0a&EF�E#I²uv<?Id@CE#\ � :��_�
§0{AE;d]D<JF&E�<hu1bd{AE| i BfYA\ABDj#GhbeE	;�ox>HGJ]fBfb¤G�beBfZJE�BDY:uv<?Id@¢GhbeBf<?Y�Gha&<?>:b�be{AE;=BDg?YHGh]_^`;$ZhGJIdBDGJaABD]fBfb �J�
§0{AIdE	E j#GJ;dE	;)GJI=E�F�<?;=;dBDac]DE)uv<?I8be{cE�;=]D<?F�E�<Jucbd{AE�| i ��YAE#gQG�beBfZJEJ�hGJa�<?>cb �#E	Id<A�hGJYA\�F&<?;=BfbdBfZ?Eh��m
;d]D<JF&E�<Ju:be{AE�| i GJa&<J>cb �#E#I=<kuv<JI8;d<?@CE�<:j�b¤GzZ?E�IeGJYcg?E�F&<?BfYQbe;"be<6G0FAId<[j#E	;d; �n{A<?;dE�ZhGJIdBDGJaABf]DBfb �
BD;*j#<JYA;=beGJYQb�<OZJE#I*be{AE�j	<?IdI=E#;dF�<?YA\cBDYAg/beBf@¢E	;dj#GJ]DE	;#��l:>cj¤{ G/FAI=<:j	E#;d;�BD;*>cYAj#<?I=IdE	] GhbdE#\"�8]fB�!JE
�n{ABfbdE¥YA<?Bf;dE�<?ILG � <?Bf;d;d<JY¶FAId<[j#E	;d;	�*r b�BD;kYA<JbL<?aQZ[BD<?>A;kbe<�>cYA\AE#I=;=beGJYA\ �n{��4G �#E#I=</;d]f<?F&E
BD@CFA]DBfE#;�GhY�>cYAj#<?I=IdE	] GhbdE#\�FAId<[j#E	;d;#�Cm �#E	Id<�;d]f<?F&E�<Ju�be{cE¢| i @¢E#GJYA;�bd{HGhbbe{AE�E  :bdE#YQb�<Ju
be{AE/ZhGJIdBDGJaABf]DBfb ��<Jukbe{cE�FcId<[j#E#;=;¢Bf;�BDYA\AE	F&E	YA\AE	Yxb¢<Jukbe{AE�j	<?YA;dBf\AE#I=E#\ beBD@CE#;=jzGJ]fEJ��GhbC]DE#GJ;=b
uv<?ICbd{AE¶j	<?YAj#E	IdYAE	\�beBf@¢E	;djzGh]DE�IeGJYAgJEJ� r u*bd{AEÃZhGJI=B GhbdBD<?Yc;CBfY GÂFcId<[j#E#;=;�\A< Yc<Jb�\AE	F&E	YA\
<?Y be{cEwj#<JYA;dBf\AE#I=E#\ beBf@¢E	;dj#GJ]DEh��bd{ABD;�FAId<[j#E	;d;j#GJYAYA<Jb¥j#<?YQbeGJBDYÂj#<?I=IdE#]DGhbeBf<?YA;be{HG�b'GJI=EwYA<Jb
jzGJ>A;=E#\¢a �CYA<JY:�t;²b¤GhbdBD<?YHGhIdBfb �J�1§�<�>AYA\AE	Id;=beGJYA\wbd{AEkBD@CFA]DBfjzGhbdBD<?Y�<Ju"j	<?IdI=E#] G�beBD<JYA;�<?Yw;=jzGJ]fBDYAg
IdE#]DGhbeBf<?YA;={ABDFA;�BDY GS;dBfg?YHGJ] ��B«bBD;�YAE	j#E#;=;eGJI � be<SE� :FA] GhBDY �n{HG�bj#<JIdIdE	] GhbdBD<?Yc;¥GJj�be>HGh]D] ��GhIdEJ�
l:>AFAF�<?;dEÂG �#E#I=< @CEzGhY�FcId<[j#E#;=;#� � <?;dB«beB«Z?E¯j#<?I=IdE	] GhbdBD<?YA;wBDY ;d>Aj¤{ G ;=BDg?YHGh]�@¢E#GJY be{HGhb
�n{AE#YAE�Z?E	ILbe{AE�ZhGJ]D>AE<Ju1be{AE�;dBfg?YHGJ]8\AE�Z[B GhbdE#;¥�WF�<?;dB«beBfZJE#] �/<?IkYAE#gQG�beBfZJE#] �A�$uvI=<?@ �#E	Id<A��be{AE	Y
be{AE4FAI=<?aHGJacBD]DB«b � be{HGhb�;d>Aj	j#E#;=;dB«Z?E¯ZJGh]D>AE	;/<Jube{AE4;=BDg?YHGh] �nBD]f]6beG !JE¶ZhGJ]f>AE#;�bd{HGhb/\AE�Z[B GhbdE
uvId<?@ be{cE@¢E#GJY¶BfYSbe{AE¥;eGJ@CE �$G �¶BD;6] GJI=g?E#Ikbe{HGhY 1/2 �l:>Aj	j#E	;d;dB«Z?E�F�<?;dB«beBfZJE¥<?I6YAE#g?GhbeB«Z?EZJGh]D>AE	;�GJI=E¥@C<?IdE�]DB�!JE#] �/be{HGhY¯G¢F�<?;dB«beBfZJE�ZhGJ]f>AE�uv<J]D]D<�� E#\¶a��SGwYAE	gQGhbeB«Z?E�<?YAE¥<JY4GzZ?E#IdGJg?Eh�
°6E#g?GhbeB«Z?E0j#<JIdIdE	] GhbdBD<?Yc;)<?Y'be{AEn<Jbd{AE#I�{AGJYA\�@¢E#GJY'be{HG�b�be{AEnFAI=<?aHGJaABf]DB«b ��Bf;�] GJI=g?E#I1be{HGJY 1/2uv<?I6\cE	Z[B GhbdBD<?Yc;6Gha&<?>:b6bd{AE�@CEzGhYSBDYÃ<?FAF�<?;dB«beE\ABfIdE#j�beBf<?YA;nuv<?I6;=>Aj#j	E#;=;dBfZJE';eGJ@CFA]fE#;#� �kE#YAj	E
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G�F&<?;=BfbdBfZ?E�ZhGJ]D>AE�uv<?]D]f<�� E#\Sa �¶G�YAE#g?GhbeB«Z?E<?YcE'BD;L@C<?I=E]DB�!JE#] ��be{HGJY4;=>Aj#j	E#;=;dBfZJECZhGJ]f>AE#;L<Ju
be{AEC;eGJ@CEC;dBDgJY"��°k<�� ]DE	b�>A;�j#<?Yc;dBD\cE#Ibe{AE¢GJ>cbd<:j	<?IdI=E#] G�beBD<JY¶uv>AYAj	bdBD<?Y�<Ju�bd{AE �#E#I=<h�t@CEzGhY
FAId<[j#E	;d;#��§0{AE�GJ>cbe<[j#<JIdIdE	] GhbdBD<?Y�uv>AYAj�beBf<?Y�BDYc\ABDj#GhbeE	;${A<���<?Y/GzZ?E	IeGJgJE�ZJGh]D>AE	;$;dE	FHGJIdGhbeE	\/a �
t beBf@¢E¥BDYQbeE	I=ZhGJ]D;GhIdE�j#<?I=IdE	] GhbdE#\¯<OZ?E#Ibe{cE �n{c<?]DE�FAI=<:j	E#;d;	�¢m F�<?;dB«beB«Z?E��WYcE#gQGhbdBfZJEO�LZhGJ]D>AE
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be{AE�FcIdE#;=E#YAj	E/<Jun;=bdIdBfj	b';=jzGJ]fBDYAgÃ<�ZJE#I'G¶IdGJYAg?E¢<Ju0beBf@¢E	;dj#GJ]DE	;¥BDYÂbe{AE�FcId<[j#E#;=;¥b¤G !JE#Y GJ;G
�n{A<?]DEh� r u)GC;²beIdGJBDg?{Qbn]fBDYAE*<Ju�F&<J;dBfbdBfZJE*;d]D<JF&EjzGhYÃa�E 8cbdbeE	\�bd<wG�F�<?I=bdBD<?Y�<Ju1be{AE�| i �Hbe{AE	Y
;djzGh]DBDYcgw�va&EkBfb�;=E#]fu � ;dBf@¢Bf] GJI=Bfb �?�h|�£ i <?I�E	Z?E	Y�;=beGhbeBf;=bdBDjzGh]H\AE#F�E#YA\cE#YAj	EO� {HGh; a�E#E	Y�\AE	bdE#j�beE#\q�
��BDg?>cIdE 4?� ?/;d{A<��n;be{AE�]f<?g?;dj#GJ]DE¥\AB GJgJIeGJ@¨uv<?IGJ]f]�beIdGJj#E	;#��mL;Bfb*GJFAF�EzGJI=;�<JY¯bd{AE�g?IeGhFA{A;#�
YA<4;=bdIdBDj�b;=jzGJ]fBDYAg¶j#GJY a�Ewuv<?>AYA\ <JY GJY�� beIdGJj#Eh��aA>cb'<JYA] �Â;d<?@CEw]fBD@CBfbdE#\�<:j�b¤GzZ?E/IdGJYAg?E	;
be{HGhb�j	<?>A]D\Âa&E 8Ab=beE#\ G�;²beIdGJBDg?{Qb�]DBfYAE �nBfbd{ÂI=E#;dF�E#j�b¥bd<Sj#<JYF8H\AE	YAj#E�BfYQbeE#I²ZhGJ]D;	��³�GJ;=E#\Â<?Y
be{AE	;dE 8Hg?>cIdE#;'<JYA] �J��Bfb'Bf;\AB5<Cj	>A]fb�be<4;eG � @>Aj¤{ GJa�<?>cb'E  cj	E#Fcb�bd{HGhbbd{AE#I=E�GJIdE�I=<?>Ag?{c] �
be{AI=E#E�\AB 	&E#I=E#YQbkIdE#gJBD<?YA;n<?Y�EzGhj¤{S<Ju1be{AE�g?IeGhFA{A;#��m FAId<?F�E#I²b ��<Ju�be{AE�]D<?gJ;djzGh]DE*\ABDGJg?IeGh@ BD;
be{HGhb#�:BfYwbe{cE#<?I �?�cB«b�Bf;$F�<?;d;=BDaA]fEkbd<'BDYcuvE	I�bd{AELb �[F&EL<Ju�FAId<[j#E	;d;0FAI=E#;=E#YQb �nBfbd{ABDY¢;d<?@CEL<[j	beGOZJE
IeGJYAgJE¥aHGJ;=E#\4<?Y¶bd{AE¥ZhGJ]f>AE�<hu�be{AE;=]D<?F�E¥<hu�be{AE]f<?g?;=jzGJ]fE�\ABDGJg?IdGJ@ �7:��_� �kE#I=E �$E'j#GJY¶;dG �
be{HGhbnbdBD@CE#;dj#GJ]DE	;0a&E	]D<�� ;=E#j#<JYA\A;'�v<:j�b¤GzZ?E	; < 8 uv<?Inm6>Aj"!x] GJYA\SGJYA\ � lc�L��<[j	beGzZ?E#; < 5 uv<?Iy���³L� ��>Aj#<?@ GJYc\�|�³$|1��{HGzZ?E�ox>AB«beE6;d@¢GJ]D]�j#<JIdIdE	] GhbdBD<?Yc;��v<?I$>AYcj#<?I=IdE#]DGhbeE	\wuv<?I mL>Aj"!x] GhYA\
<?>cbegJ<?BDYAgc�Hy���³ GhYA\S|�³�|��»��bdBD@CE#;=jzGJ]fE#;na&E�b �$E	E#Y4;=E#j#<JYA\A;�GhYA\S@CBDYx>cbdE#;n{HGzZ?E;²b¤GhbdBD;²beBDj#GJ]
\AE#F�E#YA\cE#YAj	E�<JI'|�£ i �v;d]D<JF&E < 1 � �n{cBD]DECbe{AE¢beBD@CE#;=jzGJ]fE#;a�E	b � E#E	Y @CBDYx>cbdE#;'GhYA\ {A<?>AI=;
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j#<?>A]f\ a�E�;dE	]fu �t;=BD@CBD]DGJI��v;d]f<?F&E > 1 �»� §0{AE�FAI=<?aA]DE	@ uv<?I'be{cEÃ]DGJIdg?E	;=b'bdBD@CE#;dj#GJ]DE	;�BD;'be{HG�b
be{AEj	<?YF8H\cE#YAj	E'BDYQbeE	I=ZhGJ]D;kbeE	YA\¶be<�a�E;=</] GJI=g?E�bd{HGhb*BfYcuvE#I=E#YAj	EBD;6{A<?F�E#]fE#;d;	�"aA>cb �$E'{AGOZJE
;=be>c\ABDE	\¢be{cE#;dEk] GhIdg?E0beBf@¢E	;dj#GJ]DE	;�BDY � 4�>A>��&GJYA\Cuv<?>AYA\�be{HG�b�bd{AE �tbeBf@¢E0<huqbe{cE6\HG ���ka�E#{HGzZ[BD<?I
a&E	g?BDYA;nG�bkGJa&<J>cbn@¢<JIdE�be{AGJYÃ{AGJ]fu1GJY�{A<?>cI#�
� Bfbe{'bd{AE ![Yc<��n]fE#\AgJEk<hu&bd{AE � <��n; GhIdIdB«ZhGJ]D;)FcId<[j#E#;=; �n{c<?;dEn;dE	j#<?Yc\:�t<?I=\AE#I�FAI=<?F&E	I=bdBDE#; � E#I=E
;d{A<��nY¯be<�a&E�YA<JY:�t;²b¤GhbdBD<?YHGhI �ÃBDY � 4�>�>�� �8<?YAE�;d{c<?>A]D\¯YA<hb*beId>c;=b*be{cE¢| i \AE#;=j#I=BDa�E#\ÂGJa&<OZJE
a&E	jzGJ>A;=EwB«b�\c<:E	;¥YA<Jb�;={A<�� {c<�� ;djzGh]DBDYcgÃE�Z?<?]«Z?E#; �nBfbd{ABDY¯be{AECbeBf@¢E';=FHGJY <Ju$be{AEC;=bd>A\ABDE	\
beBD@CE�� ;dE	IdBDE	;#� �6E	YAj#E�uv<?I=bd{"���$E�YA<�� bd>AIdYbe<0bd{AED6 i �t| i <Ju[be{AE � <�� GJIdI=BfZhGJ]D;	� �n{ABfj¤{�;²beBD]f]JBf;�G
;dE#j	<?YA\:� <?Id\cE#I�;²b¤GhbdBD;²beBDjh�hac>cb �nB«be{GkIdE	\A>Aj#E	\'aAB Gh;�GJg?GJBDYA;²b�;dE#j	<?YA\:� <?Id\cE#I�Yc<?Y:�t;²b¤GhbdBD<?YAGJIdB«b �?�
rtYxbdE#I=FAIdE�beBDYcgwbe{AE 6 i �t| i IdE	]DBDE	;6<JYSbe{AE�j#<?I=IdE	j	b�BfYQbeE#I=FAIdE�b¤GhbdBD<?YÃ<Ju)bd{AE| i ��E� :FA]DGJBDYAE	\SBfY
;dE#j�beBf<?Y 4?� Ä:� 6c����BDgJ>AIdE 4?� @;d{A<��n;�be{cE�E	ZJ<?]D>cbdBD<?Yw<Ju8be{AE�| i j	<?@CFA>cbeE	\�uv<?I bdBD@CE6ac]D<[j"![;$<Ju
G¢]DB«bdbd]DE*]DE	;d;nbe{HGhYSbe{AI=E#E�{A<?>AI=;6uv<?IkmL>Aj"!x]DGJYA\"��<?YAE�{[>cYA\AIdE	\¯GJYA\�beE#YS@¢BfY[>:beE#;nuv<?I6y���³L�
be{AI=E#E�GhYA\/G¥{HGh]fu"{c<?>AId;�uv<?I
��>cj#<?@��Quv<?I=b �Q� 8cZ?E�@CBDYx>cbdE#; uv<JI � lA� GJYA\Cb �$E	YQb �x� YABDYcE*{A<?>AI=;
uv<?I|�³�|��1�1BDId;²bz�8be{cE � beBf@¢E'<Ju�be{cE¢\HG ���CFHGhb=beE	IdY�BD;�GJFAFHGhIdE#YQb�uvId<?@ be{AE�] GhIdg?E	;=b�<:j�b¤GzZ?E	;
<Ju�be{AE'g?IdGJFA{"�¥l:E	j#<?YA\q��GJ]D]1g?IeGJFc{A;*FAId<OZ[BD\cE'G 6 i ��| i bd{HGhb{HGJ;LId<?>AgJ{A] ��be{AE';dGJ@CE']D<[< !
GJ;$be{cE| i GJ]«be{A<J>Ag?{wbd{AE �tbdBD@CE6<Ju�bd{AE*\HG ���*YA<?Y[�t;=beGhbeBf<?YHGJI=Bfb ��Bf;0GJFAFHGhIdE#YQb0uv<?I$mL>Aj"!x] GhYA\
GJYA\ ��>Aj	<?@ GJ; �$E	]D]0GJ;�be{AE��t\HG � <Junbd{AE � E#E ! ��FAGhbdbdE#IdY uv<JI'|�³�|���§0{ABf;\HGJBf] ��FHGhb=beE#I=Y
j#<?YA;²beB«be>cbdE#;0be{AE98HI=;=bk;d<J>AIdj	E�<Ju1YA<?Y[�t;=beGhbeBf<?YHGJI=Bfb �J�)§0{AE�;dE#j	<?YA\�b �[F&E�<Ju1YA<?Y:� ;=b¤G�beBD<JYHGJIdB«b �
GJFAF�EzGJI=;)uv<?I�be{cE0BDYAj	<?@¢BfYAg � <��n;�<Ju�mL>cj"![]DGJYA\S�vbd<?F'IdBfg?{Qb�<Ju&��BDgJ>AIdE 4J�7@Q�»� �n{AE#I=En\HG �:;�b � <
GJYA\be{AI=E#E$E  :{ABDaAB«b�;d{HGhIdF¥F�EzG ![;1E� :FA]DGJBDYABfYAg�be{cE ]DGJIdg?E	I8ZJGh]D>AE	;�<hucbe{cE$| i uv<JI�bd{AE�mL>Aj"!x] GhYA\
BDYAj	<?@¢BfYAg � <��n;$<OZJE#I�<:j�b¤GzZ?E	;�� ?c�54 :��1�vbd<?F¢I=BDg?{Qb�<Ju"��BDg?>cIdE 4?� ?Q���1§0{ABD;�;d{A<��n;�be{HGhb G;dBfYAg?]DE
;d{A<?I²b=�_beE#I=@�E�Z?E	Yxb�BfYbe{AE$bdIeG=<Cj0@CBDg?{Qb�aAB GJ;�be{AEn| i BDYG�;dBDgJYAB58Hj#GJYQb �$G �J�Q;dBf@¢FA] ��a&E	jzGJ>A;=E
Bfb�@CEzGh;d>AI=E#;�be{cE�ZJGhIdB GhYAj#E�<hu�bd{AE �$GzZ?E#]fE	bkj#<[E <Cj	BDE#YQbd;�uv<?I0Gg?B«Z?E#Y/bdBD@CE#;dj#GJ]DELGJ;0G �n{A<J]DEJ�
��BDYHGh]D] �J��bd{AE � lA� beIdGJj#E0Bf; !xYA<��nY�bd<*j#<?YQbeGJBDYbd{AE�E 	&E#j�b�<Ju�IeGhbdE�]DBf@¢B«b¤GhbdBD<?Y*uv<?I�be{AE0]DGJIdgJE#;=b
j#]DBfE#YQbz��r be;$E 	qE	j	bnBf; ox>AB«beE�E�Z:Bf\AE#YQb��va&<hbdbe<J@ ]DE	u b$<Ju���Bfg?>AI=E 4?� @Q� �nBfbe{�G¥j#<?Yc;=b¤GhYxb�F&<?;=BfbdBfZ?E
;d]D<JF&E�uv<?I�<[j	beGOZJE#; � 4?� ?��_�)ª�YAE0jzGJY';=E#E$bd{HGhb)bd{ABD;1j#<?@CF�<?YAE#YQb�{cBD\AE	;�be{AE$;d>AI²uWGJj#E�bd{HGhb � <?>A]f\
a&E�be{AE	IdEB«u�YA<�IdGhbeE�]DBD@CBfbeGhbeBf<?Y/{HGJ\Sa&E	E#Y4F�E#I=uv<JId@CE#\"�kmLY��¶;=<?I=bL<Ju�;d{AGJFABDYcgw<?I6F&<?]fBDj	BDYAg
be{HGhb�beE	YA\A;�be<�;dFAI=EzGJ\ bd{AE � <��n;¥GJYA\ÂBDYA\A>cj#EC;d<?@CE¢;²b¤GhbdBD;²beBDj#GJ]�\AE	F&E	YA\AE#Ycj#E/GJ@C<?YAg�be{cE
� <�� GJI=IdBfZhGJ]f; � <?>A]D\�{HGzZJE�;=>Aj¤{¶GJY�E 	qE	j	bz�Huv<?I�bdBD@CE#;=jzGJ]fE#;�<Ju1>AF�be<¢GuvE � ;=E#j	<?YA\A;k{AE#I=EJ�
³$E#j#GJ>A;dE�be{AE�]D<Jg?;dj#GJ]DE\ABDGJg?IeGh@ <?YA] �/\AE#GJ]D; �nBfbd{Ã;=E#j#<JYA\:�t<JId\AE	ILFAI=<?F&E	I=bdBDE#;	��BfbkBD;n\AB <¢j	>A]fb
be</BDY:uvE#I6bd{AE'ox>HGJ]fBfb¤G�beBfZJE¥YHG�be>AI=E<Ju�be{AE'FcId<[j#E#;=;�Ghb�E#GJj¤{�bdBD@CE#;=jzGJ]fEJ� � {ABf]DE�bd{ABD;L;dE#j�beBf<?Y
{HGJ;�;d{A<��nYbe{AGhb � E$;={A<?>A]f\¥E  cF�E#j�b�bd<L;dE	E�Ghb1]DE#GJ;=b�be{cIdE#E j#<?@CF�<?YAE#YQbd;1BfY�be{cE�bdIeG=<Cj�G�b�;=>Aa
;dE#j	<?YA\"��;=E#j#<JYA\Sbe<C@CBDYx>cbeE	;nGJYA\Ã{ABDg?{cE#I�be{AGJYÃ@CBDYx>cbdE#;0beBf@¢E	;dj#GJ]DE	;#� � E�j#GJYAYA<JbkFAI=E#j	BD;dE	] �
\AE	bdE#Id@CBDYcE �n{HG�b¥b �[F&E¢<Ju0;=jzGJ]fBDYAg�<:j	j#>AI=;'Ghb �n{ABDj¤{ÂbeBD@CE#;=jzGJ]fE���j#<?I=IdE#]DGhbeBf<?Y"��|�£ i �1;=E#]fu �
;dBD@CBD]DGJIdB«b � �Ã§0{AE�FA>AI=F&<?;=E<Ju1bd{AEYAE� [bk;dE	j	bdBD<?Y�BD;�bd<�bdI ��bd<CGJYA; � E#Inbe{cBD;0ox>AE#;²beBf<?Y"�

�SVvX&T �d¡�����Nx�w�C�?�AU VW®�X ∗
§0{AE ��GzZ?E	]DE�b=�taAGJ;dE	\SFHGJI²beB«beBD<JY�uv>AYAj	bdBD<?Y�Bf;0\AE 8HYcE#\¶Gh;

S(q, j) =
∑

k

|2−j/2 dX(j, k)|q � 4?� 4�Ä?�
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3D-LD for Auckland outgoing flow arrivals
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�n{AE#I=E 2−j/2 Bf;�GwYc<?Id@¢GJ]DB��#BfYAg'uWGJj	bd<?Ikbd</IdE	@¢<OZ?E�be{AE L2
YA<JId@¢GJ]DB��zGhbdBD<?Y/<Ju�bd{AE �$GzZ?E#]fE	b#�

§0{AEFHGJI²beB«beBD<JYÃuv>AYAj�beBf<?Y¶jzGhFcbe>AI=E#;�bd{AE]D<[jzGh]�;=jzGJ]fBDYAgwa&E	{HGzZ:Bf<?IL<hu�G�;dBDgJYHGJ]�a&E	jzGJ>A;=E'IeGJBf;²�
BDYAgCbe{AE �$GzZ?E	]DE	b�j#<[E <Cj#BfE#YQbe;�bd</GJY¶E  cF�<?YAE	YQb@wGJgJYAB58HE	;kbd{AEBf@¢F�<?I=beGJYAj	E�<Ju�be{AE]DGJIdgJE#;=b
j#<[E <Cj#BfE#YQbe;nbe{HG�b�GJI=BD;=E�\c>AE�bd<�G�]D<[jzGJ]qBDIdI=E#g?>c] GJI=Bfb �?� �n{ABD]fE�B«bnIdE	\A>Aj#E	;Lbe{cE�Bf@¢F�<?I=beGJYAj	E*<Ju
;d@¢GJ]D]Aj	<:E <Cj#BDE	YQbe;#��£nE#j#GJ]D]Abd{HGhb$G �$GzZ?E#]fE	b$BD; GJY¢<J;dj#Bf]D]DGhbeBfYAg�uv>AYAj�beBD<JY"�x{AE#YAj	E6bd{AE6ZhGJ]f>AEn<Ju
be{AE �$GOZJE#]fE	b�j#<[E <Cj#BfE#YQb BD;�FAI=<?F&<JI=beBf<?YHGJ]xbe<*bd{AEn;dB��	En<Ju&bd{AE0ZhGJIdBDGhbeBf<?YBDY'bd{AEn;dBDgJYHGJ]cbd{HGhb�BD;
@wGhbdj¤{AE#\Ca��'be{AEkBDYcYAE#I�FAI=<:\A>cj	b �nBfbd{Cbd{AE ��GzZ?E	]DE�bz��§0{AEk;d@¢GJ]D]fE#I�bd{AE ��GzZ?E	]DE�b$j	<:E <¢j	BDE	Yxbd;
uv<?I0;d<?@CE;dj#GJ]DE j �Abe{AE�;d@¢GJ]D]fE#I$bd{AE*ZhGJ]D>AE<Ju1be{AEFHGhI=beB«beBf<?Y�uv>AYAj�beBD<JY�uv<?I S(q, j) uv<JIk]DGJIdgJE
q �k§0{ABD;6F&E	Id@CBfbd;kbd<w;=bd>A\ ��be{AE�BD@CF&<JI=b¤GhYAj#E�<Ju)bd{AE¥]f<:j#GJ]�BDIdI=E#g?>c] GJI=BfbeBfE#;0G�b�;d<J@¢E�;djzGh]DE j �m�IdE	] GhbdBfZ?E	] ��;d@C<[<Jbe{ FcId<[j#E#;=;be{HG�b'{HGJ;'YA<4FAGJI=bdBDj#>c] GJI=] �¯] GhIdg?E¢]D<[jzGJ]�BDI=IdE#gJ>A] GJI=BfbdBDE#; �nBf]D]
{HGzZ?EC;d@¢GJ]D]�ZhGJ]f>AE#;<Ju be{AE S(q, j) uv<?I q > 2 � � E¢j#GJ]D]�;=>Aj¤{ G�FAI=<:j	E#;d;�G ��;dE	j#<?Yc\:�t<?I=\AE#I �FAId<[j#E	;d;¥BfY�bd{ABD;�j¤{HGJF:beE#I	�/mLY BfIdI=E#g?>A]DGJI*FAI=<:j	E#;d;�<?YÂbd{AEC<Jbe{AE	I�{AGJYA\ �nBf]D])bdE#YA\�be<S{AGOZJE
] GJI=g?E#I)ZhGJ]f>AE#;�<Juqbd{AE S(q, j) uv<JI ]DGJIdg?E�ZhGJ]f>AE#;�<Ju q � � ELj#GJ]D]H;=>Aj¤{/G�FcId<[j#E#;=;�G ��{ABfg?{:� <?Id\AE	I �FAId<[j#E	;d;LBfYÃbd{ABD;kj¤{HGJFcbdE#I	�L°k<JbeE�be{HGhb � E¥<?YA] ��;=bd>A\ ��be{AE�F&<?;=BfbdBfZ?E�@C<?@¢E	YQbe;ka&E	jzGJ>A;=E � E
GJIdE*<?Yc] ��BfYQbeE#I=E#;²beE#\ÃBDY/be{cE�BfIdI=E#g?>A]DGJIdB«b �C<Ju)G'FAI=<:j	E#;=;#��YA<JbnB«be;0;d@C<[<Jbe{AYcE#;d;	�
	 �	� � � � � ��� � �	� BD;kG¢I=E#]DG  cGhbeBf<?Y/<Ju�;²beIdBfj	bk;dj#GJ]DBfYAg �n{AE#I=E�bd{AE�]fBDYAE#GJIdB«b ��I=E#] G�beBD<JYÃGh@¢<?YcgC@C<h�
@¢E	Yxbd;n\A<:E	;nYA<Jbn{A<?]f\�GJY��:@C<?I=E*aA>cbkjzGJY�ZhGJI �wuv<?I0EzGJj¤{�@C<?@¢E	YQb q � 4 :?Ä[�L4�>=@�� �

• ;dE	]fu � ;dBD@CBD]DGJIdB«b ��� E |d(j, k)|q∝ exp(qH ln(2j)) �

• @>A]«beBf;djzGh]DBDYcg � E |d(j, k)|q∝ exp(H(q) ln(2j)) �

l[beI=BDj	b";dE#]«u �t;=BD@CBD] GhIdBfb �$BD@CFA]DBfE#;�be{HG�b�GJ]D]h@¢<?@CE#YQbd;"a&E	{HGzZ?E�]DB�!JE�G�F�<��$E	I²� ] G � <hu[bd{AE)beBf@¢E	;dj#GJ]DEh�
�n{AE#I=Ewbe{AE¢F&<�� E#I��t] G � Bf;�]fBDYAE#GJI �nB«be{ÂIdE#;=F&E	j	bbd< H �S·Ã>A]«beBD;=jzGJ]fBDYAg�<?YÂbe{AE¢<Jbe{AE	I¥{HGhYA\GJ]D]f<��n;Cbe{AE¯F�<��$E	I²�t]DG � I=E#] G�beBD<JYA;d{ABfF�GJ@C<?YAg @C<?@CE#YQbe;¢be< \AE#F�E#Yc\-<?Y�bd{AE¯@¢<J@¢E	Yxb q �l:E#]«u �t;dBf@¢Bf] GJI=Bfb �Bf@¢F�<?;dE	;�be{HGhb G�;dBDYcg?]DEnFHGJIdGJ@CE	beE	I H j	<?YQbeId<J]D;�be{AE6a&E	{HGzZ[BD<?I�<Ju&be{AE �n{A<?]DE
\ �[YHGJ@CBDj#;�<Ju�bd{AEwFcId<[j#E#;=;#�S·Ã>A]«beBD;=jzGJ]fBDYAg�<?YÂbe{AE¢<Jbe{AE	I�{AGJYA\ Bf@¢FA]fBDE	;GÃYA<?Y[�t]DBfYAEzGhI�a�E��
{HGzZ:Bf<?IL<hu�be{AE@C<?@CE#YQbe; �nBfbd{4IdE	;dF�E#j	bLbe<�<?YcE'GJYA<Jbd{AE#I	��mLY4E  cGJ@¢Fc]DE¥<hu�@>A]fbdBD;=jzGJ]fBDYAg�BD;
@>A]fbdBfuvIdGJj	beGJ]DB«b � � @ ::� 4zÆQÅ�� �n{AE#I=E¥be{cE#IdE¥E� :BD;²be;G �n{A<J]DE¥;=F&E	j	bdId>A@ <Ju�]D<[jzGJ]�;=jzGJ]fBDYAg¢E� :F&<��
YAE#YQbe;nI=E#] G�beE#\�bd<be{AE*]f<:j#GJ]��WBDIe�²I=E#g?>A]DGJIdB«b ��<Ju�be{AE*;dGJ@CFA]DE�FAGhbe{/<Ju�bd{AE*FAId<[j#E	;d;	� |8E�b α(t0)\AE#YA<hbeE�bd{AE]f<:j#GJ]8;dj#GJ]DBfYAgwE  cF�<?YAE	YQb*<Ju�be{cE¥FAI=<:j	E#;d;�Ghb6bdBD@CE t0 ��be{cE#Y¯G¢;=E#]«u �t;dBf@¢Bf] GJI$FAId<h�j#E#;=;${HGh; α(t0) = H �n{ABD]fEkG�@>c]fbeB«uvIeGJj�b¤GJ]cFAId<[j#E	;d;${AGJ;$G�YA<?Y:� j#<?Yc;=b¤GhYxb ;dj#GJ]DBfYAg�E� :F&<JYAE#YQb
α(t0) = H(t0)

�S§0{ABf;E� :F�<?YAE#YQb α(t0)
BD;¥I=E#]DGhbeE	\ be<Sbd{AE�]f<:j#GJ]�g?E#<?@CE	bdIdBfjzGJ]�FAI=<?F&E	I=bdBDE#;

<Ju bd{AE'uv>AYAj�beBD<JY"� �nBfbe{¯]DGJIdg?EZhGJ]f>AE#;*<hu� α(t0) > 1 �L@CEzGhYÂ;=@wGJ]f]�]f<:j#GJ]1ZhGJI=B GhbdBD<?YA; �n{ABD]fE
α(t0) < 1 GJIdBf;dE	; �n{AE	YÃbd{AE�]f<:j#GJ]8BDI=IdE	g?>A] GhIdBfbdBDE	;�GJI=E�]DGJIdg?Eh��·�>A]fbdBfuvIeGhj	b¤Gh]DBfb �¢<[j#j#>cId; �n{AE#Y
H(q) \cE#F�E#YA\A;0Yc<?Y:�t]fBDYAE#GJId] ��<?Y q aA>cbn]DBfYAEzGhId] � �nB«be{�I=E#;=F&E	j	b0be< j ��EzGJj¤{�@C<?@¢E	YQb S(q, j)be{AE	Y�bdE#YA\A;nbe<�\AB«Z?E	Idg?EIdE	] GhbdBfZJELbe<C<?YAEGJYc<Jbe{AE	I0uv<?I�be{AE;=@wGJ]f]DE	;=b�bdBD@CE#;dj#GJ]DE	;#�
³$E#;=BD\AE	;kF�<��$E	I²� ] G �n;n<Ju�bd{AE@¢<?@CE#YQbd;nV ® MOV ~ N��[BfbnBf;nGJ]D;=<CF�<?;=;dBDac]DE�be<�;²be>A\ �/bd{AEF&<�� E#I��
] G � I=E#] G�beBD<JYA;d{ABfF�GJ@¢<JYAgÃ@C<?@CE#YQbe;w� q �*Ghb¥GÃg?B«Z?E#Y�beBf@¢E	;djzGh]DEJ�¢§0{AEwFAGJI=bdBfbeBf<?Y4uv>AYAj�beBD<JYFAId<OZ[BD\AE	;/GÂ@CEzGhYA;wbe<Â\AE	bdE#I=@¢BfYAEÃbd{AESb �[F&ES<Ju*FAI=<:j	E#;d;�bd{HGhb�GJIdBf;dE#;wGhb�E#GJj¤{�beBf@¢E	;dj#GJ]DE
be{AI=<?>Ag?{wbd{AEL@¥>A]fbdBD;dj#GJ]DBfYAgFHGJIdGJ\ABDgJ@Ã�)·Ã>A]fbdBD;=jzGJ]fBDYAg�GJ]f]D<��n;�uv<JI be{cIdE#ELF&<?;=;dBfaA]DEka&E	{HGzZ[BD<?I=;
IdE#]DGhbeE	\/be<'be{AE]fBDYAE#GJIdB«b �w<Ju1{ABfg?{:�t<JId\AE	I�@¢<J@¢E	Yxbd;0IdE	] GhbdBfZ?E�bd<�]D<����t<?I=\AE#I0<JYAE#; �

4?�6l:>Aa:� ]DBfYAEzGJI=Bfb �¢<Ju�G¢|�£ i �H;=beGhbeBf;=beBfjzGJ]f] �C\AE	F&E	YA\AE#YQbL<?InYA<?Y:� ;djzGh]DBDYcg'FAId<[j#E	;d;kBD@CFA]DBfE#;
be{HG�b M(j) < 1 �

Ä:�k|8BDYAE#GJIdB«b �w<Ju�G�;dE#]«u �t;=BD@CBD] GhI�FcId<[j#E#;=;6Bf@¢Fc]DBDE	; bd{HGhb M(j) ∼ 1 �



ÆQÄ

6c�6l:>AF:� ]DBfYAEzGJI=Bfb �C<Ju�GC@¥>A]fbdBD;dj#GJ]DBfYAg¥FcId<[j#E#;=;6Bf@¢Fc]DBDE	; bd{HGhb M(j) > 1 �

�nBfbe{
M(j) =

〈
∣

∣

∣

log(S(q + 1, j))− log(S(q, j))

log(S(2, j))− log(S(1, j))

∣

∣

∣

〉

q
, � 4?� 4 6Q�

�n{AE#I=E 〈〉q IdE	FAIdE	;dE	Yxbd;�bd{AE�GzZ?E	IeGJg?BfYAg/<OZ?E	Ibd{AEZhGJ]D>cE#;�<Ju q �'��GJI=E'@>A;²ba&EbeG !JE	Y �n{cE#YGJIdg?>cBDYAg4Gha&<?>:b �tbd{AE�YHG�be>AI=E/<Ju0be{AE/FcId<[j#E#;=; �wuv<?I'GJ; �nB«be{ bd{AE�]D<Jg?;dj#GJ]DE¢\AB GJgJIeGJ@�� �n{HG�b
<?YAE�;dE	E#;¥Bf;*<Ju beE	Y G � <?Id;²b¥j#GJ;dECa&E	{HGzZ[BD<?I	�C§0{cE¢I=EzGJ;=<?Y Bf;�be{HGhb�;=>A@¢@CBDYcg/<?I�GOZJE#IdGJg?BDYcg
]DEzGh\A;be<�G¯F&<JbdE#YQbeBDGJ]$acB GJ;'<Ju6] GhIdg?E�ZhGJ]f>AE#;'<[j#j	>AIdI=BDYAg¯BDY ;=<?@¢E/FAGJI=b�<Jukbe{cE�\AGhb¤Gc� �H<?I
E� cGJ@CFA]DEh�xbd{AE6| i BD;�] GhIdg?E	] �acB GJ;=E#\�GhgQGJBDYc;=b�;dE	j#<?Yc\:��GJYc\¢{ABfg?{AE	I²�t<JId\AE	I�Yc<?Y:�t;²b¤GhbdBD<?YAGJIdB«b �?�
§0{AE¥FHGhI=beB«beBf<?Y/uv>AYAj	bdBD<?YÃFAIdE	;dE	Yxbd;Lbe{cE¥;eGh@¢E�\AE	uvE	j	bL;d<¢bd{HGhb6@>A]«beBD;=jzGJ]fBDYAg'BfYÃbd{AE�FcId<[j#E#;=;
j#<?>A]f\/{ABD\cE�;dE	]fu �t;=BD@CBD]DGJIdB«b �'<?I0|�£ i B«u8be{AE�ZhGJ]f>AE�<Ju�bd{AE*BDI=IdE#gJ>A] GJI=BfbdBDE#;�<Ju�be{cBD;�j	<?@¢F�<?YAE	YQb
BD;C;d>F<Cj#BfE#YQbe] � ]DGJIdgJE�j	<?@CFHGJIdE	\ be<�be{AES<Jbe{AE	I¢j	<?@CF&<?YcE#YQbe;�<hu�be{AEÃFAId<[j#E	;d;/G�b/GÂgJBfZ?E	Y
beBD@CE#;=jzGJ]fEJ� �6E#Ycj#EJ�qjzGJI=E@>A;²b�a�E¥b¤G !hE#Y4YA<hb�be<�j	<?YA;=BD\AE	I6be<[<�;=E#IdBf<?>A;=] � �n{HGhb�bd{AE M(j);eG �[; �nBfbe{c<?>cb¢jzGJI=I �[BDYAg GÂbeBf@¢E»�t\AE	F&E	YA\AE#YQb�GhYHGJ] �[;=BD;CBDY�<?I=\AE#ICbe< j¤{cE#j"!��n{AE�be{AE	I/YA<?Y:�
;=b¤G�beBD<JYHGJIdB«b �4BDY¯be{cEwFAI=<:j	E#;d;�\A<[E#;¥Yc<Jb¥acB GJ;be{AECE#;²beBf@wGhbdBD<?Yq��rtYA;=bdEzGJ\ <Ju�be{cE M(j) � � E;d{HGJ]f]8IeGhbd{AE#In>A;=E log(M(j)) bd{HGhb6@wGJFc;�be{AEbe{AI=E#Eb �[F&E	;L<Ju�;djzGh]DBDYcgCFcId<[j#E#;=;dE	;#�&|�£ i �v<?I
;=b¤G�beBD;²beBfjzGJ]H\AE	F&E	YA\AE	YAj#Ez���H;dE	]fu � ;dBD@CBD]DGJIdB«b ��GJYA\�@>c]fbeBf;dj#GJ]DBfYAg*IdE	;dF�E#j	bdBfZJE#] �Cbe<�be{AE6YAE#g?GhbeB«Z?EJ�
�#E#I=<GJYA\�F�<?;dB«beBfZJE ZhGJ]f>AE#;)<hu log(M(j)) ��m6YA<Jbe{cE#I�BD@CF�<?I=beGJYQb1bd{ABDYAg6be<*a�E0YA<JbeBfj#E	\'BD;�bd{HGhbbe{ABf;�;dj#GJ]DBfYAg'GJ@C<?YAg�@¢<?@CE#YQbd;�jzGJYcYA<Jbna�E�>A;dE	\ �nBfbe{c<?>cb0j	<?YA;dBf\AE#I=BDYAg�G;=>F<Cj#BfE#YQbe] ��] GhIdg?E
Y[>c@a&E	I�<Ju8bdBD@CE#;dj#GJ]DE	;$BfY/<?Id\AE	I$be<�be{AE�ox>HGh]DBfbeGhbeB«Z?ELGJYHGJ] �:;=BD;�be<a�E*@¢E#GJYABfYAgJuv>A] �1r b0Bf;�YA<Jb
F&<?;=;dBfaA]DEbe</GhYHGJ] ���	E¥<?YAE¥;dBDYcg?]DEbeBf@¢E	;djzGh]DE*be{AI=<?>Ag?{¶bd{AE M(j) a�E#j#GJ>A;dE¥;djzGh]DBDYcgw;=bdBD]f]�{AGJ;be<Ca&E�FAIdE	;dE	YxbLBDY/be{cE�]f<�� <?Id\cE#IkFAId<?F�E#I²beBfE#;0uv<?I0be{AE�{ABfg?{:�t<JId\AE	InGJYHGJ] �:;=BD;0be<C@¢G !JE;dE	YA;dEh�
§0{AE¥@>c]fbeBf;dj#GJ]DBfYAg'FHGJIdGJ\ABDgJ@ BD;k>A;dE�uv>A])GJ;6Gwj	<?@¢Fc]DE#@CE#YQbnbe<w;dE#j	<?YA\:� <?Id\cE#I�GhYHGJ] �[;=BD;#��YA<Jb
GJ;*Gwbe<[<?]�a��¶Bfbd;dE	]fu��*mLg?GJBDY"�&a&E	jzGJ>c;dE�<Ju�be{cE�GOZJE#IdGJg?BDYcg�FAId<[j#E	;d;*be{cE¥ZhGJ]D>AEÅ�;d{A<?>c]D\4YA<Jb
a&E*b¤G !JE#Y�be<[<�;=bdIdBDj�be] �?�

�SVvX&T �d¡�����Nx�¢�H®��HU ���zVW� ∗

§0{AE/j#<?>cYxbdE#I=FHGJI=bC<Junbd{AE�| i uv<JI{ABDgJ{:�t<?I=\AE#I¥FAId<?F�E#I²beBfE#;Bf;be{AE/FHGhI=beB«beBf<?YÂuv>AYcj	beBf<?Y \AE»�
;dj#I=BDa�E#\ÃBDY�;dE#j�beBf<?Y 4J�sÆA� Ä:��§0{cEGJ\A\cBfbeBf<?YHGJ]&BDYcuv<JId@¢GhbeBf<?Y/BfbnFAI=<OZ:Bf\AE#;LGJa�<?>cb6G¢;=BDg?YHGh]8j#<?Y:�
j#E#I=YA;�be{AEn\AE	g?IdE	Ek<huq{A<J@¢<?gJE#YAE	Bfb �BfY'beBD@CE�<Ju�be{cE �$GzZ?E	]DE	b j#<[E <Cj	BDE#YQbd;$Ghb�E#GJj¤{¢bdBD@CE#;=jzGJ]fEJ�
� {ABD]fECbd{AE/| i BDYcuv<?I=@¢;�<?YAE�GJa&<J>cb¥bd{AEwZhGJIdBDGJYAj	Ew<Ju0bd{AE�BDI=IdE	g?>A] GhIdBfbdBDE	;�BfY be{cE�FAId<[j#E	;d;	�
be{AE�FHGJI²beBfbdBD<?Y�uv>cYAj	bdBD<?Y�beE#]f]D;nGJa�<?>cbkbe{cE�\ABf;=bdIdBDac>cbeBf<?Y/<Ju�]DGJIdg?EGhYA\S;=@wGJ]f] �$GOZJE#]fE	b�j	<:E <'�
j#BDE	YQbe;BDY4be{cEC;=BDg?YAGJ]�uv<?IEzGhj¤{�bdBD@CE#;dj#GJ]DEh���H<?I�be{ABf;#� � E¢FA]f<Jb log(S(q, j)) GJ;�G�uv>cYAj	bdBD<?Y<Ju�be{cE�;dj#GJ]DE j �1uv<?I¥GÃIeGJYAgJEw<Ju�ZhGJ]f>AE#;�<Ju�bd{AE�@C<?@¢E	YQbe; q �Ãr u0be{AE¢]D<�� <?I=\AE#I�@¢<?@CE#YQbd;
� q ≤ 2 ��{HGzZ?E¢G/] GJI=g?E#I log(S(q, j)) be{HGhYÂ{ABfg?{¯<?Id\cE#I@¢<J@¢E	Yxbd;#� � E¢j	<?YAj	]D>A\AE'bd{HGhbbe{AEFAId<[j#E	;d;�BD;/G ;=E#j	<?YA\:� <?Id\AE	I/<?YAEh� � E#]D]L\AE#;=j#IdBfa&E	\ a � be{AE4]f<��%<?I=\AE#IwFAId<?F�E#I²beBfE#;/<Jube{cE
��GzZ?E	]DE�b¥j	<:E <¢j	BDE	Yxbd;¢�vbe{cE�ZhGJI=B GJYcj#E�<Ju Bfbe;*BfYAj#I=E#@CE#YQbe;e����§0{ABf;�FcId<[j#E#;=;�BfY4be>AI=Y�@¥>A;=b�a�E
IdE#]DGhbeB«Z?E	] �/;=@¢<[<Jbe{q� �nBfbe{c<?>cbkbe<[<¢@¢GJY���] GJI=g?E��_ZhGJ]D>AE	\�j#<[E <Cj#BfE#YQbe;	�L��Bfg?>AI=E 4J�54OÅ�FAI=E#;dE	YQbe;
be{AEFHGJI²beB«beBD<JYwuv>AYAj�beBD<JY�uv<JInGJ]D]qbdIeGJj	E#;	�
§ � <�BD@CF&<?I²b¤GJYQb6be{ABfYAg?;�@>c;=ba�E]D<[< !JE	\�Ghb �n{AE	YÂBfYxbdE#I=FAIdE�beBDYcgwbe{AE'FAGJI=bdBfbeBf<?YSuv>AYcj	beBf<?Y"�
��BDI=;=bz�x\ABf;dj	IdBD@CBDYAGhbeBfYAg�a�E	b � E#E#Y�;=E#j#<JYA\:�t<JId\AE	I�GJYA\¢{ABDgJ{:�t<?I=\AE#I�FAI=<:j	E#;=;dE#;0j#GJYwa�EL\c<?YAEka �
\AE	bdE#Id@CBDYcBDYAg4uv<?I �n{ABfj¤{ ZhGJ]D>cE#;�<Ju q bd{AE log(S(q, j)) BD;'bd{AEÃ]DGJIdgJE#;=b#� m¨;dE	j#<?Yc\:�t<?I=\AE#I
FAId<[j#E	;d; �nBf]D]�{HGzZ?E]DGJIdgJE#I log(S(q, j)) uv<?I q ≤ 2 �n{ABf]DE�Gw{ABDgJ{:�t<?I=\AE#IkFAI=<:j	E#;d;6uv<?I q > 2 �



Æ�6

��BDg?>cIdE 4?� 4OÅÃ;={A<��n;be{HGhb�mL>cj"![]DGJYA\ <J>cbeg?<JBDYAg � <��n;#��yL��³ GJYA\ |�³�| GJI=E¢;=E#j	<?YA\:� <?Id\AE	I
FAId<[j#E	;d;dE	;kuv<JI�be{AE�bdBD@CE#;dj#GJ]DE	;�] GhIdg?E	I$be{HGhYÃGuvE � ;dE	j#<?Yc\A;6a�E#j#GJ>A;=E�<hu1bd{AE#BfI0] GJI=g?E#I�ZJGh]D>AE	;
<Ju"be{cE�FHGJI²beBfbdBD<?Y�uv>AYAj�beBf<?Y¢uv<?I q ≤ 2 ��§0{AE�mL>cj"![]DGJYA\/BfYAj#<?@CBDYcg � <��n;�<JYwbe{AE6<Jbe{cE#I${AGJYA\GJIdE0G*;=E#j#<JYA\:�t<JId\AE	I�FAId<[j#E	;d;�uv<?I�bdBD@CE#;dj#GJ]DE	;�]DGJIdg?E	I1bd{HGJY :L@¢BfYx>cbeE	;)<?YA] �?��m6]D]:<Jbe{AE	I)beIdGJj#E	;
GJIdE{cBDg?{:� <?Id\cE#IkFAId<[j#E	;d;dE	;*uv<?I*GJ]f]�bd{AE'j#<JYA;dBf\AE#I=E#\¶beBf@¢E	;dj#GJ]DE	; �nBfbd{¶be{AE	BDI6] GJI=g?E#IkZJGh]D>AE�<Ju
be{AE/FHGhI=beB«beBf<?Y uv>AYAj�beBf<?Y uv<?I] GhIdg?EwZhGJ]f>AE#;'<hu q � §0{ABf;'BD@CFA]DBfE#;�bd{HGhb�@C<?;=b<Ju6bd{AE/beIdGJj#E	;j#<?YQb¤GhBDY�] GJI=g?E �$GzZ?E#]fE	b6j#<[E <Cj#BfE#YQbe;6Ghbn@C<?;=bn<hu1bd{AEj#<?YA;=BD\AE	IdE	\�bdBD@CE#;dj#GJ]DE	;#�
m%I=E#j	>AIdI=E#YQbwFcId<?aA]fE#@ �nB«be{ ��GzZJE#]DE�b�GhYHGJ] �[;=BD;#� GJ; � E#]D]kGJ;CGJ]f]$be{cEÃGhYHGJ] �[;=BD;'beE	j¤{AYABDox>AE	;
![Yc<��nY�;=<�uWGhI#�cj	<?YAj	E#IdYc;kYc<?Y:�t;²b¤GhbdBD<?YAGJIdB«b �?� � GzZ?E	]DE	bnE	;=bdBD@¢Ghbe<?I=;$<Ju�;=jzGJ]fBDYAgI=E#] �w<?Y�;=<?@¢E
;d>F<Cj#BfE#YQbe] ��] GJI=g?E;eGJ@CFA]DE�<Ju)G¢beBf@¢E;dE	IdBfE#; �n{cE#IdE�be{AE ��GzZJE#]DE�b*j#<[E <Cj	BDE#YQbd;L<?Y�be{AE 8  :E#\
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:JÄ

<?Y4be{AE'E	YA\:� bd<h�tE	YA\¯FHGhbd{"�§0{AE�jzGh;djzGh\AE�@¢<[\AE#] �nBD]f]1be{cE#IdE�uv<?IdE'a�E#j	<?@CE'@¢<?I=E'GJYA\¯@C<?IdE
BD@CF&<?I²b¤GJYQbCGJ;�be{cEÃaHGhYA\ �nBD\:be{ >c;dE#\ a � §k� � � <��n;wBfYAj#I=EzGJ;=E#;C;dBfYAj#E�be{AE�be{AE�IeGhYAg?E�<Ju
beBD@CE#;=jzGJ]fE#;�<OZJE#I �n{ABDj¤{�§k� � �nBD]f]q\AI=BfZ?E*bd{AE*beIeG <¢j\ �[YHGh@¢Bfj#; �nBD]f]"GJ]f;d<�BDYcj#IdE#GJ;dEh�
ª*Y4bd{AE�<Jbe{AE	I*{HGJYA\q��bd{AE�jzGJ;=jzGJ\cEC@C<[\AE#])j#GJYAYA<hbjzGJFcbd>AIdE �n{HG�b]DBDE	;*<?>cbd;dBD\cEbe{AE�;dj	<?F�E
<Ju1bd{AEa&E	{HGzZ[BD<?I0<Ju1§k� � �HbdBD@CE#;dj#GJ]DE	;0] GJI=g?E#I be{HGJYÃGuvE � £�§0§*^s;	� §0{cEbdBD@CE��_ZJGhI �[BDYAg¥YAE	b²�
�$<?I !¢j#GJFHGJj	Bfb ��be{AGhb�BfY � >AE	YAj#E	;�{A<���§k� � j¤{A<[<?;=E#;�be<�;dE	YA\�\HGhb¤G�BD; YA<Jb�j#GJFcbd>AIdE	\/a �Cbe{cE
FHGJIeGh@¢E�beE#I=;6<hu�be{cE¥jzGh;djzGh\AE¥@C<:\cE#]_� §0{ABD;kBD; �n{�� �$E�;d{A<�� E#\4BDY � 4�>JÅ���be{AGhb6bd{AE�j¤{HGJYAg?E	;
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:=6

� � � � ��� � �

� ��� � ��� � � � ��� � � 	 � � � � � � � ��� � �

� ����� � �.� � � � � � � ��� �

� ��� �����8�1�C(�¿������	���

§0{AE�a&E	{HGzZ:Bf<?I�<Ju rtYQbeE	IdYAE�b�bdIeG=<Cj�{HGJ;*a�E#E	Y GhYHGJ] ���	E#\¯a��4IdE	;dEzGhIdj¤{AE	Id;�GJ]D@C<?;=b�;dBDYcj#Ebe{cE
j#IdE#GhbeBf<?Y <Jube{cE 8HId;²b/j#<?@CFA>cbdE#I/YAE�b �$<JI !x; � @�@��_� ·SGJY�� ;²be>A\ABfE#;/{HGzZJE¯bdIdBfE#\�be< a�E	b=beE	I
>AYA\AE	Id;=beGJYA\ bd{AEw@CBDj	Id<?;=j#<?FABfj¢<JI�FHGhj"!JE	b²�t]fE	Z?E	]�a�E#{HGzZ[BD<?I�<Ju0bd{AEwrtYQbeE	IdYAE�bz�¶rtYÂbe{ABf;�j#GJ;dEh�
be{AE¢GJYHGJ] �[;dBD;Bf;�>c;d>HGJ]f] �4F�E#I²uv<?Id@CE#\�<?Y¯be{AECaHGJ;=BD;�<Ju0G�jzGhFcbe>AI=E¢<hu0GJ]f])be{AECFHGJj"!hE	be;�be{HGhb
� <�� be{cId<?>AgJ{ G/g?B«Z?E#Y�]DBfY !Ãuv<JI*;d<?@CE�F&E	IdBD<[\4<Ju beBD@CEJ�¥§0{ABD;*b �[F&EC<Ju$GJYHGJ] �[;dBD;*{AGJ;�a�E#E	Y
F&<?Fc>A] GJI¢be{HGJY ![;�be< bd{AE�GOZhGJBf] GJacBD]DB«b � <Ju�F&<�� E#I²uv>A]FHGJj"!JE�bSj#GJFcbd>AIdE4be<[<?]f;¯� � 6�?c� @JÆ:� :JÅ��
GJ@¢<JYAg4<Jbe{cE#Id;e��� ³ � GJYHGJ] ���#BDYcgSbe{AE�FHGhj"!JE	bd;¢BfY be{AE�I=E#j#<JId\AE	\ bdIeGJj	EJ��IdE#;=EzGJI=j¤{AE#I=;¢{AGOZJE
BD\AE	YxbdB58HE	\w;=jzGJ]fBDYAg��W;dE	E�;dE	j	bdBD<?Y
4?� Ä[�54���BDY¢YAE	b � <?I !�beIdG=<Cj � 4OÅ�B[� 4 6�4 �qGJYA\�;²be>A\ABfE#\/Gh;dF�E#j	bd;
]DB�!hE'be{AE¢FHGJj"!JE�b';dB��#EC\ABD;²beI=BDaA>cbdBD<?Yq��bd{AE�GhFAFA]DBfjzGhbdBD<?Y¯@CB  ¯<JI�bd{AEwYx>A@a�E#I�<Ju0j	<?YAj	>AIdI=E#YQb
§k� � j#<?YAYcE#j	bdBD<?Yc; � Æ ?[�L4 B :�� �
ª*Y bd{AE�<Jbe{AE	I�{HGJYA\"��uvE � E#IC;=bd>A\ABfE#;�{HGzZ?EÃGJYHGJ] ���#E#\ be{cE�@¢GJj	Id<?;=j#<?FABfj/a&E	{HGzZ[BD<?I'<Jukbe{cE
rtYxbdE#I=YAE	b#� ³ � @wGhj#Id<J;dj#<JFABDjÃa&E	{HGzZ:Bf<?I#� � E4@¢E#GJY�be{cESbe<?F�<?]f<?g?BDj#GJ]0\ABf;=beI=BDaA>:beBD<JY <Jube{cE
beIeG <¢j¶bd{AId<J>Ag?{A<?>:b/be{AE4g?]f<?aHGJ]6rtYQbeE#I=YAE	b#� ª�YAE¯<Jube{AE¯EzGhId] � FHGJF�E#I=;�<?Y be{ABf;�be<?FABfj¶BD;
FAId<?aAGJaA] � � @�@���bd{HGhb*GhYHGJ] ���	E#\Sbd{AE�bdIeG=<Cj¥\cBD;=bdIdBfaA>cbeBf<?Y�<?YÃbd{AE¥mL£ � m�°L��§ BDY 4 @ >hÆc�km6Y
BD@CF&<?I²b¤GJYQb 8HYA\cBDYAgCuvId<?@�bd{ABD;6FHGJF�E#I �$GJ;Lbd{HGhbLG¢uvE � ;=BfbdE#; � E#I=EIdE	;dF�<?YA;=BDaA]fE�uv<?I6Gw] GhIdg?E
FHGJI=b <Ju"bd{AELbdIeG=<CjJ��l:BD@CBD]DGJI);=bd>A\ABfE#; � E#I=E�j#<?Yc\A>Aj	bdE#\/BfY 4 @�@A6�<?Y¢be{AEL°�lc�)°kE	b$aHGJj"!xa&<JYAE
�`Æ > ��<?Y/be{AEaHGh;dBD;n<Ju1FHGJj"!hE	b²�t]DE�Z?E	]�bdIeGJj	E#;6GJYA\Ãlc°L· � ;=beGhbeBf;=beBfj#;�uvI=<?@ aHGhj"![a�<?YAE�Id<J>cbeE	Id;#�
§0{AE �4j	<?YF8HI=@¢E	\4be{AE 8HYc\ABDYAgJ;*<Ju � @�@��_�·Ã<?IdE�I=E#j#E	YQbe] �J� � BAB���GJYHGh] ���#E	\�;=E	ZJE#IeGh]�<?YAE'{A<?>cI
FHGJj"!JE�b�]DE�Z?E#]kbeIdGJj#E	;�uvId<?@ >AYAB«Z?E	Id;dB«beBfE#;/GJYc\ G j#<?@C@CE#Idj	B GJ]naHGhj"![a�<?YAE¶bd< E	ZhGJ]f>HGhbdEÃbe{cE
BD@CFHGJj	b�<Ju)Ghg?g?IdE	gQGhbdBDYAg � <��n;6Ghb0bd{AEmL>cbd<?YA<?@C<?>A;kl �[;²beE#@¨]fE	Z?E	]_�
rtY�FHGJIdGJ]D]fE#]Abe<�be{AE6@¢E#GJ;d>AI=E#@CE#YQbe;$\ABD;=j#>A;=;dE#\�BfY¢be{cEL]DB«beE	IeGhbd>AIdEh�[@¢GJY��CYAE	b � <?I !wFAI=<�Z[Bf\AE#I=;
{HGzZ?Ew\cE#FA]f< �JE#\Â@¢E#GJ;d>AI=E#@CE#YQb�; �[;=bdE#@C;�be<�a�E	bdbdE#I�>AYA\AE	Id;²b¤GJYA\Âbe{AEC\ �[YHGJ@CBDj	;�<hu$be{cE¢r �
beIeG <¢j�BDYA;=BD\AEbe{cE#BDIkYAE�b �$<?I !SYA<hb¤GJaA] �/uv<?InbeIeG <¢j�E#YAgJBDYAE	E#IdBfYAgwFc>AIdF�<?;dE	;#�l[E	Z?E	IeGJ]1FHGJF�E#I=;
{HGzZ?E�\AE#;=j#IdBfa&E	\�bd{AE�bd<:<J]D;"\AE	FA]D< �JE#\a��*be{cE#;dE�YAE�b �$<?I !FAId<OZ[BD\AE	Id; � 4A4 B:��6 >[� >hÆc� 4�:x� >A?�� �haA>:b
uvE � FAGJF&E	Id;k{HGzZ?E�>A;dE	\Ãbe{cE�<J>cbeFA>:bL<Ju1;d>cj¤{Sbe<[<?]D;�bd<wGhYHGJ] ���	Ebd{AE@wGhj#Id<J;dj#<JFABDja�E#{HGzZ[BD<?I
<Ju�rtYQbdE#IdYcE	bkbeIeG <¢jh�



:�Æ

rtYÃbe{cBD;kj¤{HGJFcbdE#I#���$E�FAIdE	;dE	Yxb*G¢\AE�b¤GJBf]DE#\ÃGJYHGh] �[;dBf;6<Ju�be{AE�j¤{HGJIdGJj	bdE#IdBf;=bdBDj#;6<Ju)BfYQbeE#I=\A<?@¢GJBDY
beIeG <¢j$a �¥;=bd>A\ �[BDYAg*b � <<?YAE � E#E !]D<?YcgLbeIdGJj#E	;�<Ju�be{AE�E	YQbeBDI=E�BDYQbdE#Id\c<?@wGhBDY¥bdIeG=<Cj�I=E#j#E	BfZJE#\
a �wb �$<CYA<?Y:�_beIdGJYA;dB«bnFAId<OZ[BD\cE#Id;	�
§0{AE0;=bdId>Aj�be>AI=Ek<hu�bd{ABD;�j¤{HGJFcbdE#I�BD;1be{AE�uv<?]f]D<��nBDYcgA��l:E#j�beBf<?YCÄ:� Ä!8HId;²b�\AE#;=j#IdBfa&E	;�be{AE�b � <j#<?Y:�
;dBD\cE#IdE	\ÃFcId<OZ[BD\AE	Id;#�0l:E#j�beBD<JY¶Ä:� 6';=bd>A\ABDE	;kbd{AE�GJg?g?I=E#gQGhbdBD<?Y/FcId<OZ[BD\AE	\Sa���\AB 	&E#I=E#YQbkYA<JbdBD<?YA;
<Ju0be{AE¢beIeG <¢j � <��n;#�4§0{AE	Y"��;dE#j�beBf<?Y Ä:�`Æ4GJYHGJ] ���#E#;�be{AEwbd<?F�<?]D<?gJBDjzGh])\ABD;²beI=BDaA>cbdBD<?YÂ<Ju0be{cE
beIeG <¢jh��§0{ABf;�be<JF&<?]f<?g?BfjzGJ]xGJYAGJ] �[;dBf;)BD;1IdE 8HYAE#\�BfY;dE	j	beBf<?YCÄ:�7:6be{HG�b);=bd>A\ABfE#;)be{cE�\ABD;²beI=BDaA>cbdBD<?Y
<Ju1bd{AE�GJj	bdBfZJEbdIeG=<Cj*;=<?>AIdj	E#;	�

� ��� � �������	�
��� �������������������� ����

� � � ��� �������! #"�$&%'�($*)&+-, � %'$��.+-�

/10-24365-798�:;0=<?>@<?:BA@2C>@DFE�A@DG:H:B36IJI�365KAL3�MN3?A@0PO->�3RQSDFT-2C>�EUDGE�AL0=<VA�AL0W2B8XT-3	5-3?A�3?YN2C>&A@>L<?5WE@DFA
E@2C>ZQSDG:C2\[	]^2BE@DFT-2CEB_
AL0W2B8`E@2B>�Q?2aT-D9Yb2B>@2C5cA�:Cd-EZAL36IJ2C>�EH<\5-TeD9Af:g<?5eMN2�2�hWOi2C:jAL2BTkAL0=<VAlA@0-2CE�2
:Cd-EZAL36IJ2C>�EJ0-<mQ?2XTWDFYN2C>@2B5cA�>�2Cn!d-DF>@2CIJ2C5cA@EJ3?5oA@0-2�5-2BAqpr36>�si[ut�d-2vAL3�A@2C:;0-5-DF:g<?71>�2g<?E�365-EB_
DFA	p^<?Evd-5Wwx3?>�ALdW5=<\AL2B7F8uDGIJON36E�E@DFM-7G2�AL3y36M#A;<?DF5zAL>L<\:C2CEvwx>�36I A@0-2PAqpr3{EZALd-T-DF2CT|O->�3RQSDFT-2C>�E
:C3mQ62B>@DG5W}JA@0-2fEL<?IJ2~ON2B>@DF3#Tv3?w
ALDFI�2\[
/10-2K�->@E�A�A@>L<?:B2Kp^<?EJ:C367F7G2C:jAL2BT�DF5ut&2C:C2BI4Mi2C>K�m�6�6�`<?5-T{:C3mQ62B>@E�E@D9hyE@d-:B:C2CE�E@D9Q62PT=<g8SEJ3?w
<?7G7�A@0-2XDF5cAL2C>�T-36I�<?DG5yA@>L<\�J:K>@2C:B2CD9Q62CTuM!8{]���������/~[r]���������/�O->@3mQSDGTW2CEa:B365-5-2B:BA@DFQSDFAq8
wx36>~AL0-2�>@2CE�2g<?>�:;0o<?5-Te2CT-d-:C<\ALDF365kDF5-E�A@DFA@dWALDF365-E~7G3S:g<VAL2CTeDG5e]^2C7F}6DGdWIX[���AHAL0-<\AfALDGIJ2?_�AL0W2
]������&��/�5-2jAqp^36>�skp^<?E�:C36IJOi36E@2BT�3\w�<`�?���KM-O-E�E�AL<?>Z��E@0=<?Oi2CToM=<\:;sSMi365-2v7FDG5-s!DF5-}�AL0W2
Ia<R��3?>Hd-5-D9Q62B>@E@D9ALDF2CEC[e��ALE�DF5!A@2C>�T-36I�<?DG5�:B365-5-2B:BA@DFQSDFAq8ep�<?E�I�<?DG5W7F8`O->�3RQSDFT-2CTyAL0W>@36d-}?0{�\�
<?5-To�!�`�XM-O-EJ7GDF5-s!E4p�DFA@0oAqpr3�7�<?>�}62	ALDF2C>Z�L�vO->@3mQSDGTW2C>@EB[o�q5u<?TWT-DFA@DG365._�]^�����&��/�0=<?T{<
�!�a�XMWO-EU7GDF5-s	AL3�AL0-2H��dW>@36Oi2g<?5�>�2CE�2g<?>�:;0�5-2BAqpr36>@s�_./����1�;�R�6�S_.<?5-TXp�<?E�O->@2BE@2C5cAf<VA�AL0W2
]��&� � <?5-T��~���!�q� � DG5cA@2C>@:B365-5-2B:BA@DG365oOi36DG5cALE4p�D9AL0{<PAL3?AL<?7�3?w��6�`ON2B2C>@DF5-}�<?}6>�2C2CIJ2C5cA@E
DG5K36ON2B>L<\A@DG365b[1��7FA@0-36d-}?0�E@3?I�2ld-5-D9Q62C>�E@D9ALDG2BE�O->�3mQ#DFT-2CTXT-D�<\7Gd-OX<?:C:B2CE�EUwx36>1AL0-2BDG>�E�ALdWT-2C5cALEB_
AL0-2�Aq8SO-DG:C<?7f]���������/ d-E�2C>�0=<?T�<|�g¡u�XMWO-E�<\:C:C2BE@EX7GDG5Ws�A@3�A@0-2k]^�����&��/¢5-2BAqpr36>@s
AL0->�36d-}60kA@0-2CDF>4d-5-D9Q62B>@E@D9Aq8��(����[£t&d->@DF5-}PAL0-2aE@D9hkT=<g8SE�ON2B>@DF3#T._£]������&��/�>�2C:C2BDFQ?2CT{¤#[9�
/�]r8!AL2CE�3?w�T=<\AL<W[�]���������/¥DGE�>@2COW>@2CE�2C5cA;<VALDFQ?243?w�>�2CE�2g<?>�:;0�5-2BAqpr36>@s!Ef<?5WTP:C36dW7GTP<\7GE@3JMi2
>@2COW>@2CE�2C5cA;<VALDFQ?2�3\w^<vO->�3mQ#DFT-2C>~OW>@3mQSDGT-DF5-}vE@2B>�QSDG:B2CE~AL3�0-DF}60�M=<?5-T#p�DGTWA@0�dWE@2C>�E~p�DFAL0`:C<?M-7G2
I�3ST-2CI�36>1�UtU�W��[
/10-2v7G2jw¦A�O=<?>ZA�3?w&§�DG}6dW>@2v¤S[F��E@0W3Rp�E�A@0-2v2BQ?367GdWA@DG365y3\w�A@3?A;<\7rAL>@<\�J:	wx36>�]���������/�T-d->Z�
DG5-}JAL0-24Oi2C>�DG3ST�3?w�A@0-24IJ2g<?E�d->@2BI�2B5cALEC[&¨|0-DG7F2�AL0W2H}67F36M=<?7�2BQ?367Gd#ALDG3?5P3?w�AL0W2�AL3\A;<?7�AL>@<\�J:
2jh#0-DGMWDFALE�<UT=<?DF7F8lON2B>@DF3#T-DF:CD9Aq86_Rp�DFAL0�Oi2g<\s�0-3?d->@E�7F3#:C<\AL2BT4T-d->�DG5-}�A@0-2�T=<g8?_6AL0-2B>@2�<?>�2�DGIJON3?>Z�
A;<?5cA�T-2BQSDG<\ALDF365-E�<?>�36d-5-T�AL0-2l<gQ62B>L<?}?2lA@>L<\�J:f2BQ?367GdWA@DG365vA@0->@36dW}60-36dWA�A@0-2fT=<g86[�/10-2�IJ2g<\5
AL>L<V��:�3RQ?2C>�A@0-2UE@D©h	T-<m8SE1Oi2C>�DG3STap�<\E1E@7GDF}60cAL798�7�<?>�}62C>�AL0=<?5��6¤��XM-O-EB_Wp�DFA@0�<H365-2��qIJDG5!dWAL2
Ia<Vh#DFI4d-IªON2C<?s4<\A��m¤?�l�XM-O-E�<?5-T�<~E�AL<?5-T=<?>�T�T-2BQSD�<VALDG3?5�3?w(¤S���KM-O-EC[�/10W2�A@>L<?:B2�MN2B}6DG5-E
<?>@36dW5-T`���U�«365K<J�#d-5WT=<g8K<?5-T��=5-DGE�0-2CE�E�D9h�T=<g8SE�7�<\A@2C>�<?>�36d-5-T`�l�~�«<?7GE�3-[
/10-2�E@2C:B365-TJAL>L<\:C21p�<\E�:B367G7F2C:jAL2CT�DF5���O->�DG7�¤?¡?¡W��<?5-T�:C3mQ62B>@Er<l7FDFA�AL7G2r7G2BE@E£AL0-<?5J�WQ62�:C365WE@2C:��
dWALD9Q62UT=<g8SE13?w
<?7F7iA@0-2~DG5cAL2B>@T-3?Ia<?DF5�A@>L<\�J:U>�2C:C2BDFQ?2CTKM!8J¬�d-:C3?IX[
¬�dW:C36I�DGE�<4:B36IJI�2B>@:CDG<?7
O->@3mQSDGT-2B>�AL0=<\A�O->�3mQ#DFT-2CE��q5cAL2B>@5-2jA1<?:B:C2BE@ErA@3fT-D�<?7Fd-O�d-E@2B>@E�AL0->�36d-}60J>@2B}6d-7G<?>�I�3ST-2BION3S367FEC[
��A�A@0=<\A1A@DGIJ2?_WA@0-2fDG5cAL2B>@T-36I�<?DF5v:C365-5W2C:BA@DFQSDFAq8	3?w�¬�dW:C36I�p^<?E�Ia<\DG5-798�OW>@3mQSDGT-2BTKA@0->@36dW}60



�?�

0-DG}60�M=<?5WTWp�DGTWA@0k7FDG5-s!EfAL3�Aqp^3�A@>L<?5WE@DFAlO->�3mQ#DFT-2C>�EC[��q5�<\T-T-DFA@DG365`AL3�AL0WDGEfAL>L<\5-E@D9A�E�2C>ZQ#DF:C2\_
¬�d-:C36I p^<?Ef<?7GE�3	O->�2CE@2B5cAl<\AUAL0W2�]��&� � DF5cAL2C>�:C365W5-2C:jALDG3?5PON3?DG5cA�p�D9AL0y�R��Oi2C2B>@DF5-}�<?}6>�2C2j�
I�2B5!A@E~DG5P3?ON2B>L<\A@DG365.[lt�dW>@DG5W}�A@0-2H�-Q?2�T=<g8#Ef3?w�A@0-24AL>@<?:C2\_b¬�d-:C36I >@2B:C2CD9Q62BT{�6[9��/�]r8!AL2BE
3?w�T-<\A;<W[�¬�dW:C36I DFE1>@2BO->@2BE@2C5cAL<\ALD9Q62l3?w�OW>@3mQSDGT-2B>@E�:C36IJON3?E@2CT�3?w
7G3mp M=<?5-T#p�DGTWA@0Xd-E�2C>�EC[
/10-2�>@DG}?0!A£O=<?>�A�3\w.§�DF}6d->�2�¤#[9�1O->@2BE@2C5cA@ErAL0W2�AL3?AL<?7WAL>@<\�J:12BQ?367GdWA@DG3654wx3?>�¬�d-:C36I T-d->@DF5-}UAL0W2
I�2C<?E@d->�2CIJ2C5cALEB[1/10-2fAL>L<\:C2lE�A;<\>�ALE�<?>@3?d-5-T ��� �?¡J�U� 365X<�/�d-2CE�T=<g8P<?5WTK�=5WDGE@0W2CEU<\7GIJ36E�A
�`T=<g8SEa7G<\AL2B>J<\AJI�DFT-5-DG}?0!AC[u/10-2�AL3\A;<?71AL>@<\�J:�<\7GE@3`2�hW0WDGM-D9ALE�<eT=<?DF7F8kON2B>@DG3ST-DF:CDFAq8ep�DFA@0
ON2C<?s�0-36d->�Er7F3#:C<\AL2BT�TWd->@DF5-}lA@0-2�2BQ62B5-DG5W}-_WDF5a<?:B:C36>�T=<?5-:B2�p�D9AL0JAL0-2�Aq8SO-DG:C<?7�d-E@2B>^O->�3?�=7G2\_S<
T-D�<?7Fd-O4d-E�2C>B[£��A�0=<?T�<?5J<gQ62B>L<?}?2�AL3?AL<?7#A@>L<\�J:13?wN<?Mi36dWA�¤?�f�XM-O-E�3mQ62B>�AL0-21IJ2g<?E�d->@2BI�2B5cALEC_
p�DFAL0J<U365W2j�qIJDG5!dWA@21Ia<RhWDFI4d-I¥Oi2g<?s�<VA��?���XM-O-E�<?5-TJ<~E�AL<?5-T=<\>@TJT-2BQSD�<VALDG3?5�3?w��R¤f�XM-O-EB[

0

20

40

60

80

100

120

140

Sun                  Mon                  Tue                  Wed                 Thu                 Fri                  

T
ra

ffi
c 

vo
lu

m
e 

[M
bp

s]

Total traffic

0

10

20

30

40

50

60

70

Tue               Wed                       Thu                     Fri                       Sat                        

T
ra

ffi
c 

vo
lu

m
e 

[M
bp

s]

Total traffic

§�DG}6dW>@2l¤#[9� � /�3?A;<?7NAL>L<V��:f2jQ6367FdWALDF365._=]���������/�� 7G2jw¦A���<?5WT�¬�d-:B36I��x>@DG}?0!A	�j[

��
 ��
�� ��r #�.+-$�,�����%��¢�4,�)�, � ,�� �

]^2Bwx36>�24<?5-<?7F8��CDF5-}JDG5�TW2BA;<\DG7GE1A@0-2H:B367G7F2C:BA@2CTKAL>L<V��:�E�AL<\ALDFE�ALDF:CEB_ND9A&DFE�d-E�2Bwxd-7�AL3a0=<gQ62�<��=>@EZA
7G3S36s�<\A�AL0-2~]����kAL<?M-7G2&3?w.A@0-2UE�A@d-T-DF2CT	O->�3mQ#DFT-2C>�EC[��q5	A@0-DGE�:;0=<?OWA@2C>B_Wp^2U<?E@E�d-I�2�AL0=<VA^AL0W2
]�����AL<?M-7G2�3?w�MN3\AL0	O->�3mQ#DFT-2C>�E�p�<\E1E�A;<\M-7G2&T-d->@DF5-}HA@0-2UOi2C>@DF3#Ta3?w(AL0-2~IJ2g<\E@d->�2CIJ2C5cALE1<\5-T
ON2B>�wx36>�I <?7F7b36d->�<\5=<?7F8SE�DGE�M=<\E@2CTK365K<4E@DF5-}67F2~]�����A;<\M-7G2Uwx36>^2g<?:;0KO->@3mQSDGTW2C>C[£¨e2l<?E@E�d-IJ2
DG5kA@0-DGE4:;0-<?OWAL2B>�AL0=<\AHAL0-2vDF5��=d-2B5-:C2v3?w�A@0-2v:;0=<?5-}?2CE�DG5kA@0-2�]����ª>�36dWA@2CE�DGEH5-2C}67FDG}6DFM-7G2\[
� 0=<?OWA@2C>v�ep�DF7G7�:C3?5W�=>@I A@0=<\A	>�2C798#DF5-}�365z<kE@DF5-}67G2X]���� >@36dWA@DG5-}�A;<?MW7G2KDGEa5W3?Av<kM-<?T
<?O-O->�3mh#DFIa<\A@DG365b[
/10-2�>@36dWA@DG5-}�AL<?M-7F2£3?wSAL0-2�¬�d-:B36I :B365cA;<?DF5-2CT��m¡c¤S_ �?�c�^O->@2j�Wh#2CEC_\:C3mQ62B>@DF5-}�<\MN36d#A
¤?��ON2B>@:B2C5cA
3?w�AL0W2aAL3?AL<?7����£Q#�`<\T-T->@2BE@E4E�O=<?:B2?[�/10-DFEH:C3mQ?2C>L<\}62	3?w1A@0-2�A@3?A;<?7����£QS��<?T-T->�2CE�E�E@O=<?:B2	DGE
E@DGIJDG7G<?>4wx36>a]������&��/~_^p�DFA@0 <?Mi36dWA�¤V��ON2B>@:B2C5cA�M-dWA�wx36>	� � _ �6¡?�kO->@2j�Wh#2CEv365W7F86[ §�3?>@I
7�<\A@2��m�6�6�4AL3�IJDGT#�'¤?¡6¡W�?_#AL0WDG>�Aq8aON2B>@:B2C5cAUIJ36>@2~OW>@2B�#hW2BEU<?>�2f5-2C:B2CE@E@<?>�8�A@3�:B3RQ?2C>&<JE�DGIJDG7G<?>
ON2B>@:C2B5cA;<?}62�3?wiAL0W21����QS��<?T-T->�2CE�ErE�O=<?:C2\[£��79AL0-3?d-}60�0=<gQSDG5-}fT-D9Yb2B>@2C5cA�5!d-I4Mi2C>�E�3?wiO->@2j�Wh#2CE
DG5�AL0-2BDG>�]�����>@36dWA@DG5-}~AL<?M-7G2\_cAL0-2�Aqp^3HO->@3mQSDGT-2B>@E�:C3mQ62B>�<lE@DGIJDG7G<?>�Oi2C>�:C2B5!AL<?}62&3?wbA@0-2����£QS�
<?T-T->�2CE@E�E@O-<?:C2\[r/10-2l<gQ62B>L<?}?2H<?TWT->@2BE@E�E@O=<?5KOi2C>�O->@2j�Wh�wx36>12C<?:;0XOW>@3mQSDGT-2B>C_�<?Mi36dWAf�R�S_ ¤?¡?¡
��� <\T-T->@2BE@E�2CEUwx36>&]���������/ª<?5-TP<\MN36d#AH�6�?_ ¡6¡?¡����|<?T-T->�2CE�E@2CEUwx3?>�¬�d-:B36IK_N2�hWOW7�<?DF5-E�A@0-DGE
DG5-:B>@2g<\E@2�DF5HAL0-2^5SdWI4MN2B>£3?w�O->�2B�Wh#2BE�5W2C:C2BE@E@<?>�84A@3U:C3mQ?2C>�<�E�DGIJDG7�<\>�Oi2C>�:C2B5!AL<?}62�3\wiA@0-2����£QS�
E@O=<?:B2?[a¬�d-:B36I s!5-2Bp �g¡W_ �\�6¡KTWDGE�A@DG5-:jAf�~�#2BE�p�0-DF7G2J]���������/ �c¤?� � [a/10-DFE�TWDFYN2C>@2B5-:C2JDGE



�\�

Ia<?DF5-7F8�TWd-2UAL34A@0-2U7�<\>@}62&DG5-:B>@2g<\E@2~DG5�AL0-2~5!d-I4Mi2C>13\w�I4d-7FA@D9��0-36IJ2CTaE�DFA@2CE�T-dW>@DG5W}4AL0-2U7G<?E�A
wx2Bp�8?2g<?>�E�� �6��� [
§�DG}6dW>@2�¤#[ ¤P:C36IJO=<?>�2CE4A@0-2vT-DGEZAL>�DGM-dWA@DG365k3?w&A@0-2�ON3\AL2C5cA@D�<?7F7F8`>@2C<?:;0=<?MW7G2���� <?TWT->@2BE@E@2BE	<\A
2g<?:;0y�U�k0-36OyT-DFE�A;<\5-:C2awx3?>�AL0W2v]����¥>�36dWA@DG5-}�AL<?M-7F2CEH3\w1AL0-2aAqpr3�O->�3RQSDFT-2C>�EC[�§=36>�2C<?:;0
]�����OW>@2B�#hb_#p^2�<\A@A@>@DGMWdWAL2BTaAL0-2&5!d-I4Mi2C>^3\w(���o<?T-T->�2CE@E�2CE�<?:B:C36>�T-DG5W}�AL3�DFA@ErO->�2B�Wha7G2B5-}?A@0
AL3�AL0-2r�~�l0W36OHT-DFE�AL<?5-:C2r2Cn!d=<?7!AL3�DFA@E
dW5-O->@2BON2B5-T-2BT��~�lO-<\AL0�7G2C5W}?AL0.[�¨|0-DF7G2�AL0-DFE
TW3#2BE�5-3?A
I�2C<?E@d->�2lA@0-2�<?:BA@d=<?7�5!d-I4Mi2C>�3\w£��� <?T-TW>@2CE�E@2BE~<\A&2g<?:;0P�U�K0-3?O�T-DFE�A;<\5-:C2\_ND9A&>�2 �=2B:BA@E&AL0W2
ON3?A@2C5cALDG<?7W>�2g<?:;0-<?M-DG7FDFAq8�3?wi���e0-3?E�ALE�wx36>�2g<?:;0J�~�40-36O�T-DFE�AL<?5-:C21E�2C2B5aMc8�]����e>�36dWA@2CEC[�/10-2
Ia<?DF5�T-D9Yb2B>@2B5-:C24Mi2BAqpr2C2B5�A@0-24Aqpr3v�Z����E~DGE�A@0-24IJ36>@2�:C36IJO=<?:jA~T-DGEZAL>�DGM-dWA@DG365�wx36>&¬�dW:C36I
<?>@36dW5-T�<yT-DFE�AL<?5-:C2�3?wlAL0->�2C2��~� 0-36O-EB[�]^�����&��/¢0=<?EKDFALEv>�2g<?:;0-<?M-7G2�<?TWT->@2BE@EKE@O=<?:B2
I�36>�2�E�O->@2C<?TP3mQ62B>UT-DFE�A;<\5-:C2BE�3?w£A@0->@2B24<?5WT�wx36d->��~�X0W36O-EC[�/10-2H�->@E�A&AL0->�2C2��~�X0-3?O-E&wx36>
AL0-2U¬�d-:B36I O->�3RQSDFT-2l<?7GIJ36E�A�2CDG}?0!Aq8	ON2B>@:C2B5cA�3?w
AL0-2f>�2g<?:;0=<\M-7G2l<?T-TW>@2CE�E&E�O=<?:B2lp�0-DF7G2~365W7F8
<?MN3?dWA1E@D©hSAq8vON2B>@:B2C5cA�wx36>�AL0-2~>�2CE�2g<?>�:;0��Z����[=/10-2fT-DFYN2C>�2C5-:B2~MN2jAqp^2B2C5XA@0-2fT-DGEZAL>�DGM-dWA@DG365a3?w
AL0-2�>@2C<?:;0=<?M-7F2&���yO->�2B�Wh#2BE�E@2B2C5awx>�36IAL0-2�Aqpr34O->@3mQSDGTW2C>@E�:g<\5aMi2�T-d-2�AL3lAL0-2�p^<m8�A@0-2&Aqpr3
O->@3mQSDGT-2B>@E1<\>@2�:B365-5-2B:BA@2CTvAL3HA@0-2��q5cA@2C>@5W2BA�<?E�p^2B7G7.<\ErAL0W2UE@D©h#A@2C2B5vI�365cA@0-E^T-2B7�<g8JMN2jAqp^2B2C5
AL0-2~Aqpr3JA@>L<?:B2CEC[

0

10

20

30

40

50

60

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

P
er

ce
nt

ag
e

AS path length [hops]

Distribution of reachable IP addresses

BELNET
Yucom

§�DF}6d->�2f¤#[ ¤ � t�DGEZAL>�DGM-dWA@DG365v3\w�>�2g<?:;0=<\M-7G2f���z<?TWT->@2BE@E@2BEC[

� ��� �����f�
���H�~��B��� ��	z�B�������
v��� �l�B� �K� � �

/
3yd-5WT-2C>�E�A;<\5-T A@0-2PAL3?ON367F36}6DF:g<?71Q\<?>@DG<?M-DF7GDFAq8�3?wlDG5cAL2B>@T-36I�<?DF5{AL>@<\�J:`<?5-TzA@0-2�ON3?E@E@DFM-7G2
7G2BQ?2C7FE13?w£<\}6}6>@2B}c<\A@DG365._Sp^2f:B365-E@DFT-2C>�DF5	AL0-DFE1:;0=<?OWA@2C>1Aqp^3JT-D9Yb2B>@2C5cA�Aq8SON2BE&3\w
DF5cAL2C>�T-36I�<?DG5
�=3mp�EC[ �~2C5W2C>L<\7G7F8?_�< �=3mp¢DFE	T-2B�-5-2CT <?E�<�E@2jA�3?w�����O=<?:;s\2BA@E�A@0=<\AvE�0=<?>�2e<�:B36IJI�365
:;0=<?>L<\:BAL2B>@DFE�ALDF:?[�§=36>�2jhW<?IJO-7G2\_=<�I�DF:C>@3V� �=3mp DGE1d-E�d=<?7G798	T-2j�=5-2BT�<?E1AL0-2fE�2BA&3?w£���uO-<?:;s?2jALE
AL0=<\A�MN2B7G365W}�AL3UA@0-2�EL<\I�2�/ � ��:C365W5-2C:jALDG3?5._65=<?IJ2C798fAL0-21���`O=<?:;s\2BALE�A@0=<\A�E�0=<?>@2rAL0-21E@<?I�2



���

E@36d->�:C2l<?T-TW>@2CE�EC_iT-2CEZALDF5=<\ALDF365�<?T-TW>@2CE�EC_����zO->�3?AL3S:C367N�=2C7FT._-E@3?d->@:B2H<?5WTXT-2BE�A@DG5=<\A@DG365vOi36>ZALEC[
�q5aAL0-DFE^:;0=<\OWAL2B>C_#pr2U:B365-E@DFT-2C>rAqp^34TWDFYN2C>@2B5cA�Aq8SON2BE�3?w�5-2jAqp^36>�s6�q7�<g8?2C> �=3mp�EB[��������	��
 ����
DGE�AL0-2lE@2jAU3?w���� O=<\:;s?2BA@E�p�0-36E�24E@3?d->@:B24<?T-TW>@2CE�E@2BEUMN2B7G365W}�AL3a<�}6D9Q62B5�5-2jAqp^36>�sXOW>@2B�#hP<\E
E@2C2B5Pwx>@36I A@0-24]����zA;<\M-7G2l3?w£A@0-2HEZALd-T-DF2CT�O->�3mQ#DFT-2C>B[&�&5 ��� ���� DGE�T-2j�=5-2CT�<?E�AL0-2�E@2jA
3?w^��� O=<?:;s?2jALEfp�0-36E�2�E�36d->@:B2a<\T-T->@2BE@E�2CElMN2B7G365-}vA@3X<v}6D9Q62B5e�U��<?E~E�2C2B5ewx>@3?I¢AL0-2�]����
A;<?M-7F2~3?w�A@0-2fE�A@d-T-DG2BT�O->�3mQ#DFT-2C>B[�¨e2lT-3�5W3?A�d-E@2l2jh#O-7FDG:CD9AL798�A@0->@36dW}60-36dWA�A@0-DGE�:;0=<?O#AL2C>�AL0W2
AL2C>�I�� �=3mp��HA@3vT-2CE�DG}65=<VAL2HA@>L<\�J:�:C3?I�DF5-}awx>@3?I¢<aA@>L<\�J:�E@3?d->@:B2?_(M-dWAfIJ36EZAL7F8KAL0W2HAL2B>@IJE
�'O->�2B�Wh��l<?5WT��q�~��� � 36>��qE@36dW>@:C2f�U��� �^AL3�T-2B5-3?A@2�<������	��
 ���� <?5WT ��� ���� >@2BE@Oi2C:jALDFQ?2C7986[
¨k2�E�ALdWTW8KDG5XA@0-DGE�E@2B:BA@DG365�A@0-24<\I�36dW5!A&3?w�<\}6}6>@2B}c<\A@DG365�O->�3RQSDFT-2CTPMc8KAL0-2��~��<\5-T�O->�2B�Wh
�=3mp�EC[£§
DG}6d->�2r¤#[ ��E@0W3Rp�E�AL0W2r:Bd-I4d-7G<\ALD9Q62�ON2B>@:B2C5cA;<?}?2r3?w#AL0-2�AL>@<\�J:r3?> � ����������� ���"!#���"!%$&�j_Vwx36>
�~�a<?5WTvO->@2j�Wh �-3Rp�EB[�'~5�AL0-DFEr�=}6dW>@2?_Sp^2�36>@T-2B>@2BT	AL0-2UOW>@2B�#hW2BE�<?5-T	�U�#2CE1Mc8�T-2C:B>@2C<?E@DF5-}
36>@T-2B>^3?wbAL0-2�AL3?AL<?7iA@>L<\�J:�Q6367Fd-I�2�E@2B5cA1Mc8�A@0-2CI 3mQ62B>^AL0-2&p�0-367G2�IJ2g<?E�d->@2BI�2B5!A@EC_W<?5-Tapr2
:C36IJO-dWA@2CT�AL0-2BDG>�:Cd-IHd-7�<\A@DFQ?2l:B365cAL>�DGM-dWA@DG365vA@3�AL0W2fA@3?A;<\7.AL>L<V��:l3mQ62B>&AL0W2�IJ2g<?E�d->@2BI�2B5cALEC[
/10-2

x
�'<Vh#DFEad-E�2CEK<�7G36}6<?>@D9AL0-IJDG:vE�:g<?7F2�AL3y2BI�O-0-<?E@D �C2�A@0-2P7G3mp � �������(���%���)!#���"!%$&�j[¥]^3?A@0

O->@3mQSDGT-2B>@Ev0=<gQ?2e<�E�DGIJDG7G<?>�:Bd-I4d-7G<\ALD9Q62�A@>L<\�J:PTWDGE�A@>@DFM-dWALDF365uwx36>�AL0-2BDG>	IJ36E�A	DGIJON36>ZA;<?5cA
DG5cAL2B>@T-36I�<?DF5�AL>L<V��:KE@3?d->@:B2CEC[u/10-2�7G<?>@}62BE�A�365W2X0!d-5-TW>@2CTu�~� �=3mp�Ea:g<\OWALd->�2�<\MN36d#A��?¤
ON2B>@:C2B5cA13?w(AL0W2&AL3\A;<?7�AL>@<\�J:&wx36>�¬�d-:C36I <?5WT�<�7GD9A@A@7G2�7G2BE@ErA@0=<?5��6¡lON2B>@:B2C5cA�wx36>^]������&��/~[
/10-2a7G<?>@}62BE�A�365-2J0!d-5-T->�2CTyO->�2B�Wh �=3mp�E4:C<?OWALdW>@2	<\MN36d#A4�?¤KOi2C>@:B2C5cA�3?w^AL0-2�AL3?AL<?7�AL>@<\�J:
wx36>�¬�d-:B36I <\5-T`<a7GD9A@A@7G2lI�36>�2�A@0=<?5��c¡	Oi2C>�:C2C5cA~wx36>�]���������/~[(�6¡	Oi2C>�:C2C5cAf3?w�A@0-2HAL3\A;<?7
AL>L<V��:&Q6367Fd-I�2�DGE^:C<?OWA@d->@2BTKMc8a365-7F8��-[*��Oi2C>@:B2C5cA�3?w(AL0W2~�~�#2BE�<?5-TvMc8	�-[9�~Oi2C>@:B2C5cA�3?w�AL0W2
O->@2j�Wh#2CE~O->�2CE@2B5cAfDG5XA@0-24]���� A;<?MW7G2l3?w£¬�d-:C3?IX[&]���������/ >�2Cn!d-DF>@2CTP�W[ � ON2B>@:C2B5cA~3?w�AL0W2
�~�#2BE�<?5-Ty�-[ ��ON2B>@:B2C5cAJ3?w1AL0-2vOW>@2B�#hW2BE�O->@2BE@2C5cAJDG5kDFALE4]����¥>@3?dWALDF5-}�A;<\M-7G2aA@3�:g<?O#ALd->�2
�6¡KOi2C>�:C2B5!AH3?w^A@0-2�A@3?A;<\7£AL>L<V��:�Q63?7Gd-IJ2?[�/10-2CE�2	>@2BE@d-79ALE�<?>@2JE@DFI�DF7�<?>�AL3XA@0-2��=5-T-DF5-}6El3?w
2g<?>�7GDG2B>UE�A@d-T-DF2CE � �?�W_.��� �£365�A@0-2�>@2BE@2g<\>@:;0k�q5cA@2C>@5W2BA�3?wrA@0-2��m�+�?¡-, Ef<?5WT�A@0-2�2g<?>�7F8��g�6�6¡., EC[
� �+� �=DG5�¤?¡6¡W�1E�0-3mp^2BTJA@0=<\A�3mQ62B>�<U365-2�T=<g8HON2B>@DG3ST._-�g¡UON2B>@:C2B5cAr3\w=AL0-21T-2BE�A@DG5=<\A@DG365HO->@2j�Wh#2CE
:g<?OWA@d->@2BTv�c��Oi2C>�:C2B5!A�3?w.AL0W2&AL3\A;<?7�36dWA@MN3?d-5-TaA@>L<\�J:�3\w�<HMi36>@T-2B>�]�����>@3?dWAL2B>�<\A^��//f/~[
'~5`AL0W2J3\AL0-2B>l0-<?5-T._�E@36IJ2��~�S2CE�<?5-T�O->@2j�Wh#2CEH:B365cAL>�DGM-dWA@2CT`AL3X<vE@I�<?7G7�wx>@<?:BA@DG365`3?w�AL0W2
AL3?AL<?7�AL>@<\�J:?[z§=36>4¬�d-:B36IK_^IJ36>@2	A@0=<?5u�6¡6¡6¡`T-DFYN2C>�2C5cAJ�~�#2BEaE@2B5cAa2C<?:;0z7G2BE@E�AL0=<\5{365W2
I�2B}c<?Mc8!AL2~3?w�T=<\AL<4T-d->�DG5-}4A@0-2~I�2C<?E@dW>@2CIJ2C5cA�Oi2C>�DG3ST�<?5-T�E@36IJ2U�U�#2CE�365-798aE�2C5cA&<4E@DF5-}67G2
O=<?:;s?2jA~T-d->�DG5-}JAL0-DFE�Oi2C>�DG3ST.[�§�3?>�]���������/~_0�#�m���U�#2CE�E@2C5cA~7F2CE�E&AL0-<?5P365-2�I�2B}c<?Mc8!AL2�3?w
T=<\A;<�T-dW>@DG5W}�A@0-2fE@D©hvT=<g8SE&IJ2g<\E@d->�2CIJ2C5cA�ON2B>@DG3ST.[
'UQ?2C>fAL0-2�I�2C<?E@dW>@2CIJ2C5cA�ON2B>@DF3#T._�]���������/ >�2C:C2BDFQ?2CT���� O=<\:;s?2BA@EHwx>@3?I �?�6¡6�v�~�S2CE4<\5-T
�c�#_ � � � O->�2B�Wh#2BEC_�:C36>�>@2BE@Oi365-T-DF5-}	AL3 � ��ON2B>@:C2B5cA�3\w�AL0-2��U�#2CE~O->�2CE�2C5cAlDG5PD9ALE~]���� A;<?M-7F2?[
¬�d-:C36I >�2C:B2CDFQ?2CT	����O-<?:;s?2jALErwx>�36I1�?�6� � �U�#2CE^<?5-Ta�c�#_ �6�6�~O->@2j�Wh#2CEB_W:C3?>@>@2BE@Oi365-T-DF5-}�A@32�?¤
ON2B>@:C2B5cA�3?w=AL0-2^�~�#2BE£O->@2BE@2B5!A�DF54DFA@E£]����PA;<?MW7G2?[
/10-2CE�2��=}6d->�2CE�E�0-3mp�A@0=<\A�2BQ62B5�>�2C7G<\ALD9Q62C798
E@I�<?7G7-OW>@3mQSDGT-2B>@E^>�2C:B2CDFQ?2�A@>L<\�J:�wx>@36I <f7�<\>@}62�Oi36>�A@DG365�3?w.A@0-2��q5!A@2C>�5-2BA^T-d->@DF5-}�<l365W2&pr2C2Cs
ON2B>@DG3ST._#2BQ62B5XA@0-36d-}60KE@3?I�2~E�36d->@:B2CE�365-798	E@2B5-TP<4wx2jp O=<?:;s\2BA@EC[

354 6 7e�98��;:j� ���=<��>: 
v�C�.(�
�=?K�	��B��� ��	u�@v�«(�£�BA <

/10-2�<?I�3?d-5cA�3?w�A@>L<\�J:`<?}?}6>@2B}c<\ALDF365zO->�3mQ#DFT-2CT Mc8zAL0W2�DF5cAL2C>�T-36I�<?DG5 �=3mp�EXDFEv5-3?AvAL0W2
365-7F8aDGIJON3?>�A;<\5!A�<?E@Oi2C:jA�AL3�MN2~:B365-E�DGT-2B>@2CTKp�0-2C5KE�A@d-TW8SDG5W}JA@0-2~Ia<\:C>@3?E@:C3?O-DG:~Mi2C0=<gQSDG3?>13?w
�q5!A@2C>�5-2BA~A@>L<\�J:?[l��5W3?AL0-2B>~DGIJON3?>�A;<\5!A�<?E�ON2B:BAf:C3?5-:C2B>@5-E~AL0W24AL36Oi367G3?}6DG:C<?7�T-DGEZAL>@DFM-dWA@DG365X3?w
AL0-2aA@>L<\�J:\[`]r8eA@36Oi367G36}?DG:g<\7�T-DGEZAL>@DFM-dWA@DG365._�p^2vIJ2g<\5kAL0-2aT-DGEZA;<?5-:B2	Mi2BAqpr2C2C5oAL0W2aAL>@<\�J:



� �

0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

1 10 100 1000 10000

P
er

ce
nt

ag
e 

of
 to

ta
l t

ra
ffi

c

Order statistics (logscale)

Cumulative distribution for top interdomain sources

ASes
prefixes

0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

1 10 100 1000 10000

P
er

ce
nt

ag
e 

of
 to

ta
l t

ra
ffi

c

Order statistics (logscale)

Cumulative distribution for top interdomain sources

ASes
prefixes

§�DG}6dW>@2a¤#[ � � /
>@<\�J:v<?}6}?>@2C}6<\ALDF365�wx36>HDF5!A@2C>�T-36I�<?DG5 �=3mp�EC_�]^�����&��/ �¦AL36O �l<?5-Te¬�dW:C36I
� Mi3?A@A@36I ��[



�\�

E@36d->�:C2BE1<?5-TaA@0-2�EZALd-TWDG2CTa�Z���
[S/10-DGErT-DGEZA;<?5W:C2�DFErDFI�Oi36>ZA;<?5cA�wx36>�Aqp^34>�2g<?E�365-EB[r§
DG>@EZAg_ �©�6� ���
0=<?EJE@0-3mp�5uA@0=<\A�AL0-2KOi2C>�wx3?>@I�<?5-:C2�3?wU<?5u�q5cA@2C>@5W2BA	O-<\AL0�T-2C:B>@2C<?E@2BEap�DFA@0�A@0-2XTWDGE�AL<?5-:B2
MN2jAqp^2B2C5�A@0-2fE@36d->�:C2�<?5-TKT-2CEZALDF5=<\ALDF365��~�N_=2jQ62B5PDFw � �6¤���E@0W3Rpr2CT�I�36>�2fI�D9ALDG}6<\AL2BT	>@2BE@d-79ALEC[
�#2C:B365-T._�DFw�AL0-2�T-DFE�AL<?5-:C2�Mi2BAqpr2C2B5kAL0-2�E�36d->@:B2a<\5-T�A@0-2�T-2CEZALDF5=<\ALDF365��~�`DGE~7G<?>@}62\_(DFA~p�DF7G7
MN2�T-DF�J:CdW7FA�wx36>�2BDFAL0W2C>&A@0-2HE�36d->�:C2436>�AL0-2�T-2CEZALDF5=<\ALDF365XA@3v<?O-OW7F8KI�2B:;0=<?5-DFE@IJE�A@3	:C3?5!A@>@367
AL0-2�A@>L<\�J: �=3mp¢DF5u36>�T-2C>aA@3�Oi2C>�wx3?>@I DG5cAL2B>@T-36I�<?DF5�A@>L<\�J:P2B5-}6DG5W2C2C>�DG5-} �9� � � �xE@2C2P<?7GE�3
� 0=<?OWA@2C>�� �j[
§�DG}6dW>@2�¤#[ �oO->@2BE@2C5cA@E�AL0-2`:Bd-I4d-7G<\ALD9Q62�AL>@<\�J:�TWDGE�A@>@DFM-dWALDF365zwx36>vAL0W2�3?>@T-2B>KEZA;<\A@DGEZALDG:BE�3?w
AL0-2l�~�#2BE�wx3?>�2C<?:;0��U�K0-3?OXT-DFE�AL<?5-:C2\[ � 365WE@DGTW2C>@DF5-}J�~� �-3Rp�E�T-3S2CE�5-3?A�E@0W3Rp�AL0-2fAL>@<\�J:
<?}6}6>�2C}c<\A@DG365�3#:B:Cd->�>@DG5W}1365~AL0-2��U�!�q7F2BQ62B76AL36Oi367F36}?86[.¨e2£AL0!d-E�:B36I�OWdWAL2BTfA@0-2�AL>@<\�J:£Q6367Fd-I�2
E@2C5cArMc8�2g<?:;0�O->@2j�Wh�3?wNA@0-2&]����e>@36dWA@DG5-}~AL<?M-7G2\[�/10-2B5._SM=<?E@2BT	365�AL0-2 �������	��
 <\A@A@>@DFM-dWAL2
3?w�AL0W2	]���� >@36d#AL2CEB_�pr2v<\A@A@>@DFM-dWAL2BTeA@3�2g<\:;0��~�k<\O-ON2C<?>@DF5-}KDG5eA@0-2 ������	��
 <\A@A@>@DFM-dWAL2
3?w�A@0-2H>�36dWAL2fAL0W2�AL3\A;<?7.A@>L<\�J:H>�2C:B2CDFQ?2CT�wx>�36I AL0W2HO->�2B�WhX3?w
AL0-2H]����z>�36dWA@2?[�t�36DF5-}�A@0-DGE
<?I�3?d-5cALE
A@3~:C365WE@DGTW2C>£2C<?:;0��~�H5-3?A£<?E�<�A@>L<\�J:�E�36d->@:B2�M-dWA�<?E�<�AL>@<?5-E�DFAg[�/10-2136M!��2C:BA@DFQ?213?w
AL0-DFE�O->�3#:B2CT-d->�21DGE�AL3~<\A�AL>�DGM-dWA@2rA@3U2g<?:;0��U��3?w�AL0-2^�q5!A@2C>�5-2BA�A@0-2^AL>@<\�J:rQ?367Gd-IJ2^D9A£0=<\E£E@2B2C5
wx36>�AL0W2�Aqp^3fE�A@d-T-DF2CT�O->@3mQSDGTW2C>@E�TWd->@DF5-}UAL0-21Oi2C>�DG3ST�3?w�AL0-21IJ2g<\E@d->�2CIJ2C5cALEB[£��5��~�47F3#:C<\AL2BT
<\A�<?5v�U�a0-36O�T-DGEZA;<?5W:C2U3?w

n
DFE�E@2B2C5X<?E^A@0-2~E@36dW>@:C2~3\w�A@0-2�A@>L<\�J:~DFA^}62C5W2C>L<VAL2CE�<\E�p^2B7G7.<\E

3?w(<?7F7WAL0W2�A@>L<\�J:�DFA�wx36>�p^<?>�T-E�p�0W2C5	:B365-E@DFT-2C>�DG5-}fAL0W2&d-5WO->@2BON2B5-T-2CT ����������
 DG5#wx36>@I�<\ALDF365
3?wbA@0-2�]����k>�36dWA@DG5-}~A;<\M-7G2\[�]^2C:C<?d-E�2�2g<\:;0a�~��0-36O�T-DGEZA;<?5-:B2�T-3#2BEr5W3?A^:B365cAL>�DGM-dWA@2�2BQ62B5-7F8
AL3	AL0W2HAL3?AL<?7
A@>L<\�J:\_bp^2�0=<gQ?2�O-7G3?A�AL2BTPAL0-24:Bd-I4d-7G<\ALD9Q62HA@>L<\�J:4Oi2C>�:C2B5!AL<?}624wx36>�2BQ62B>�8��U�
0-36O�T-DFE�AL<?5-:C2Jp�DFA@0�>@2BE@Oi2C:BAHAL3�A@0-2�A@3?A;<?7�A@>L<\�J:	E�2C2C5yTWd->@DF5-}XA@0-2	IJ2g<?E�d->@2BI�2B5!A@EC_�A@0!d-E
DG5-T-2BON2B5-T-2B5!A�3?w�AL0W2l7F3#:C<?7GD9Aq8a3\w
A@0-2~AL>L<V��:\[
��<\:;0	:Cd->ZQ62U3\w�§�DG}?d->@2&¤#[ �HE�0-3mp�E^AL0-2&:Cd-IHd-7�<\A@DFQ?2�A@>L<\�J:�Oi2C>�:C2B5!AL<?}62&E@2C2B5vMc8JA@0-2�7G<?>@}?2CE�A
�~�#2BEa36>�T-2C>�2CTzMc8{T-2C:B>@2g<\E@DG5W}y<?IJ36d-5cAa3\wUAL0-2�AL>@<\�J:XQ?367Gd-IJ2KE@2C2B5 Mc8�A@0-2CI 3mQ62B>aAL0W2
p�0-367G2�IJ2g<?E�d->@2BI�2B5cALEC[a��Oi36DG5cAf3?w�<K:Bd->�Q?2	E@0W3Rp�ElAL0-2�A@>L<\�J:JON2B>@:C2B5cA;<?}62�E@2B2C5�Mc8�AL0W2
7�<?>�}62CEZA1�~�#2BE�<\A�E@36IJ2~�~�	0-3?OKTWDGE�AL<?5-:B2?[�§=36>�2jhW<?IJO-7F2?_#A@0-2~�=>@EZA�:Cd->ZQ62BE&365vA@36O�3?w�Mi3?A@0
}6>L<?OW0-Er3\w(§�DF}6d->@2&¤#[ �HE�0-3mp AL0-2�:CdWI4d-7�<VALDFQ?2&Oi2C>�:C2B5!AL<?}62&3?wbA@>L<\�J:�:g<?OWA@d->@2BT	Mc8�AL0-2��~�#2BE
7G3S:g<\A@2CT`<\Af365W2J�U�`0W36O�wx36>@I*AL0-2�Aqpr3X:B365-E@DFT-2C>�2CT�O->@3mQSDGTW2C>@EB[�/10-2��~��7G3S:g<\A@2CT`<\Af365W2
�~��0-36Oo<?>�2	AL0-2�]����¥ON2B2C>�EJ3\w�A@0-2	Aqpr3�EZALd-TWDG2CToO->�3mQ#DFT-2C>�EC[k]^3?AL0y:Bd->�Q?2CEJ2C5-Tod-O�<\A
365-2�0!d-5-T->�2CTeON2B>@:C2B5cA�3\wrA@0-2�AL3?AL<?7
A@>L<\�J:?_�DF5-T-DG:C<\ALDF5-}aA@0=<\Al<?7F7
AL>@<\�J:4p�<\ElE�2C2B5kMc8PAL0W2
�~�#2BE~7G3S:g<\A@2CT`<\A~3?5-24�~�P0-3?O.[�/10W2�:Cd->ZQ62CEfwx36>U7G<?>@}?2C>��U�P0-36O�T-DFE�A;<\5-:C2BE~365PAL0-2�3\AL0-2B>
0=<?5-T�T-3�5-3\A�<\A@AL<?DG5	3?5-2~0!d-5-T->�2CTKON2B>@:C2B5cA&3\w�A@0-2UAL3\A;<?7iAL>L<V��:\[�/10-2~T-DFYN2C>�2C5-:B2~MN2jAqp^2B2C5
AL0-2K7�<?>�}62CEZAJON2B>@:C2B5cA;<?}62X3?wUA@>L<\�J:KE@2C2B5 <\AJAqp^3eE@d-:B:C2BE@E@D9Q62��U��0-36O{T-DGEZA;<?5W:C2CEJAL2B7G7�AL0W2
ON2B>@:C2B5cA;<?}62�3?w�AL0W2�A@>L<\�J:	A@0=<\A�p^<?E�}62C5-2B>L<\A@2CT�Mc8o�~�#2BEJ7F3#:C<\AL2BTo<\A�AL0W2��->@E�AJ�U�y0W36O
T-DGEZA;<?5-:B2?[�§=36>�DF5-E�AL<?5-:B2?_-AL0W2~T-DFYN2C>�2C5-:B2lMi2BAqpr2C2B5XA@0-2~7�<?>�}62CEZA�AL>@<\�J:~ON2B>@:B2C5cA;<?}?2CE�wx36>^AL0W2
365-2��U�a0-36O	TWDGE�AL<?5-:B2U<?5-T	Aqpr34�U�a0-36O	T-DFE�AL<?5-:C2BE�365v§
DG}6d->�2U¤S[ �4}?DFQ62�AL0-2�ON2B>@:C2B5cA;<?}62�3?w
AL>L<V��:H}62C5-2B>L<\A@2CT�Mc8X�~�#2BE~7G3S:g<\A@2CT�<\A�365-24�U��0-36O.[��q5PAL0-DFE�O=<?>ZALDF:Cd-7G<?>&:C<?E@2\_bAL0W24�~�#2BE
<\A�3?5-2��U�K0-3?OP}62C5W2C>L<VAL2CTk�6��Oi2C>�:C2B5!AU3?w�A@0-2�A@3?A;<?7.A@>L<\�J:lQ6367Fd-I�2~wx36>&]���������/¥<?5-TP<
7GDFA�AL7F2�IJ36>@2UA@0=<?5K�JOi2C>�:C2B5!A�wx36>^¬�d-:B36IK[��~�#2BE�<\A1Aqpr3J�~�v0-36O-E�}62B5-2C>@<\AL2BTP<�7GD9A@AL7F2�IJ36>@2
AL0=<?5o�R¤	Oi2C>�:C2C5cAl3?w�AL0-24A@3?A;<\7�AL>@<\�J:4Q6367Fd-I�24wx3?>f]������&��/<?5-T�<?Mi36dWAf�c¤vOi2C>�:C2B5!Afwx36>
¬�d-:C36IK[1/10-2B5._b�U�#2CE�<\A&A@0->@2B2H�U�X0-36O-E&}62C5W2C>L<VAL2CTP<?MN3?dWA��6�JOi2C>�:C2C5cA~3\w£AL0-2fAL>@<\�J:�wx36>
]������&��/ <?5-Ta<?MN3?dWA��6�~wx36>£¬�d-:C36IK[£/10-2�7�<\E�A��~��0-36O�T-DGEZA;<?5-:B21wx36>�p�0-DG:;0a<lE�DG}65-D9�=:g<\5!A
ON2B>@:C2B5cA;<?}62l3?w�AL0-2fAL>@<\�J:~p�<?E�>@2B:C2BDFQ62BT�DFE�wx36>1wx36d->��~�v0-36O-E1p�D9AL0X<?MN3?dWA&¤6��ON2B>@:C2B5cA&wx36>
]������&��/�<\5-To<?Mi36dWA �KON2B>@:C2B5cA4wx36>l¬�dW:C36IK[`�#d-MWE@2Cn!d-2B5cA��U�e0-36OyTWDGE�AL<?5-:B2CE4T-DFT�5-3?A
E@2C5WT�<�E@DF}65-DF�-:g<?5cA�Oi2C>@:B2C5cA;<\}62f3?w
A@0-2~AL3?AL<?7bA@>L<\�J:~wx36>15-365W2l3\w
A@0-2~Aqp^3JO->@3mQSDGTW2C>@EB[



�?¡

0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

1 10 100 1000

P
er

ce
nt

ag
e 

of
 to

ta
l t

ra
ffi

c

Order statistics (logscale)

Cumulative distribution of transit AS flows

AS hop distance = 1
AS hop distance = 2
AS hop distance = 3

AS hop distance = 4
AS hop distance = 5

0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

1 10 100 1000

P
er

ce
nt

ag
e 

of
 to

ta
l t

ra
ffi

c

Order statistics (logscale)

Cumulative distribution of transit AS flows

AS hop distance = 1
AS hop distance = 2
AS hop distance = 3

AS hop distance = 4
AS hop distance = 5

§�DG}?d->@2f¤S[ � � /�36Oi367G3?}6DG:C<?7NA@>L<\�J:~T-DFE�AL>�DGM-d#ALDG3?5._-]���������/ �¦AL36O ��<?5-Tv¬�d-:C36I � Mi3?A@A@36I ��[



�#�

�&3mp D9w�p^2�wx3S:Cd-E~36dW>~<\A@A@2C5cALDF365`365�365-2�O-<?>�A@DG:CdW7�<?>&:Cd->ZQ62J3?wr§�DG}6dW>@2�¤#[ �-_bpr2�:g<?5`EZALd-TW8
0-3mp I�<?5c8	�~�S2CE�I4d-EZA�MN2~:B365-E@DFT-2C>�2CT�AL3�:g<\OWALd->�2fE@36IJ2~ON2B>@:B2C5cA;<?}?2l3\w
A@0-2UAL3?AL<?7bA@>L<\�J:?[
/�<?s\2&wx36>�DG5WE�A;<\5-:C2�AL0-2&:Cd->ZQ62&wx3?>^<lT-DGEZA;<?5-:B2�3?w.365-2��U�J0-3?O.[ 'U5�AL0WDGE�:Cd->ZQ62?_#p^2&E@2C2&AL0=<\A
AL0-24�U�X7G3S:g<VAL2CT�<\AU3?5-24�~��0W36O�AL0-<\AUE�2C2CEUA@0-247G<?>@}62BE�A�<?IJ36d-5cAU3?w�A@>L<\�J:lwx36>U]���������/
E@2C2BEJ�?�`ON2B>@:C2B5cA�3\w�A@0-2	AL>@<\�J:	p�0-DG7F2	�!¤POi2C>@:B2C5cA�wx36>�¬�d-:B36IK[k/10-2vAL0W>@2C2v�U�#2CEJ<\A�<?5
�~�a0-36OvTWDGE�AL<?5-:B2~3?w�365-2f<?5WTvE@2C2BDG5-}4A@0-2~7�<\>@}62BE�A1<\I�36dW5!A�3?w(AL>@<\�J:Uwx36>�]���������/ E@2C2 � �
ON2B>@:C2B5cA�3\w�A@0-24AL>@<\�J:4wx36>~]���������/~_.p�0-DF7G2Hwx3?>&¬�d-:C3?I AL0W2J7G<?>@}?2CE�A�AL0->�2C2��~�S2CEl<\A~365W2
�~�P0-36O`E@2B2 � �aON2B>@:B2C5cAl3?wrA@0-24AL>@<\�J:?[4�#DG5-:B2��~�#2BEf7G3S:g<\A@2CT`<\Af365W2��~�P0-36O�<?>�2�2CDFA@0-2C>
AL>L<\5-E@D9A�O->@3mQSDGTW2C>@E�dWE@2CT�Mc8HAL0W2�7F3#:C<?7S�~�4wx36>£DFA@E£�q5cAL2B>@5-2jAr:B365-5-2B:BA@DFQSDFAq8�3?>£ON2B2C>��~�S2CE�p�DFA@0
p�0-36I 7F3#:C<?7bAL>@<\�J:fDGE12jh#:;0=<\5-}62CTb_iA@0-2f5-36>@I�<?7NE@DFA@d=<\A@DG365�DGE�A@0-2f365-2~p�0-2B>@2�<�Q?2C>Z8XE�Ia<\7G7
5SdWI4MN2B>�3?wi�~�#2BE�<\A�365-2^�~�40-36O�E@2B2�<~7�<?>�}62rwx>@<?:BA@DG36543\wiA@0-2�AL3\A;<?7SAL>L<V��:1E�2C5cA�36>£>�2C:C2BDFQ?2CT
M!8v<�5W365#��A@>L<?5WE@DFA�OW>@3mQSDGT-2B>C[
��A�<lT-DGEZA;<?5-:B2�3?wbAqp^3��~��0-3?O-EC_#<�E�DG}65-D9�=:g<\5!ArT-D9Yb2B>@2C5W:C2�Mi2BAqpr2C2B5�]���������/ <?5-TJ¬�dW:C36I
<?O-Oi2g<?>�EC[��~�KAqpr3	�U�K0-36OWEC_NA@0-2H7G<?>@}?2CE�A�A@2C5P�U�#2CE�wx36>�]^�����&��/¥E�2C24<\MN36d#AB�6��ON2B>@:B2C5cA
3?w£AL0W2�AL>@<\�J:?_�p�0-DG7F2~wx36>�¬�dW:C36I�AL0W2H7�<\>@}62BE�A�AL2B5P�~�#2BE~<\A�Aqp^3a�~�X0-3?O-E&E�2C243?5-7F8K<?Mi36dWA
�?¡XOi2C>�:C2C5cAH3?w�AL0W2�AL>@<\�J:?[���3Rpr2BQ?2C>B_�A@0-2J7�<?>�}62CEZAH365W2�0!d-5-TW>@2CTy�U�#2CEH<\AlAqp^3P�U�e0-36OWE
:g<?OWA@d->@24<	E@DGIJDG7G<?>�ON2B>@:B2C5cA;<?}?2�3?w�AL0-24A@3?A;<\7�A@>L<\�J:43?wr]���������/ <?5-T�¬�d-:B36IK_.<?Mi36dWAf�?¡
ON2B>@:C2B5cAg[�/10-2a5!d-IHMN2B>H3?w1�U�#2CE�>@2BnSdWDG>@2BTkAL3K:g<\OWALd->�2	<K}6DFQ?2C5kOi2C>�:C2B5!AL<?}62	3\w^AL0W2�AL3\A;<?7
AL>L<V��:�<VA�E@36IJ2v�~��0-36OoT-DFE�AL<?5-:C2�DF5-T-DG:C<\AL2BE40-3mp I�<?5c8��U�#2CE�A@0-2�DG5-:B36I�DF5-}�A@>L<\�J:vDGE
E@O-7FDFA@A@2CTy365�A@0-2v�~�c�q7G2jQ62B7^AL36Oi367F36}?86[e�#dWO-ON3?E@2vAL0=<VA�p^2	p^<?5cAL2BT�A@3�s!5-3mp wx36>�2g<\:;0��U�
0-36OvT-DFE�A;<\5-:C2�A@0-2U7F2g<?EZA15!d-I4Mi2C>�3?w��U�#2CE�A@0=<\A1E�2C2~�c¡�ON2B>@:C2B5cA�3?w�AL0-2�A@3?A;<\7iA@>L<\�J:?[�/10W2C5
p^2aAL<?s?2a§�DG}?d->@2a¤#[ �P<?5-Te�=5-Tkp�0-2B5�AL0-2�:Cd->ZQ62awx3?>�2C<?:;0y�~�e0W36O�T-DFE�A;<\5-:C2J:C>�36E@E�2CE4AL0W2
0-36>@D �C365cAL<?7(7GDF5-2~DG5-TWDG:g<VALDG5W}J�6¡JOi2C>�:C2C5cA�3?w£AL0W2lA@3?A;<?7.A@>L<\�J:\[�§�3?>&]^�����&��/~_iDFA�}6D9Q62BE&365W2
�~�`<\Af365-2��U�`0-3?O._(Aqp^3K�~�#2BEH<VA~Aqp^3K�~��0-36O-EB_�<\5-T`7G2CE�E~AL0=<?5e�6¡�<\A~A@0->@2B2J�U�`0W36O-EC[
§�3?>�¬�d-:B36IX_(D9AU}6D9Q62BE~365-2��~�P<VAf365-24�U��0W36O._(2CDF}60cA~�~�S2CEf<\AUAqpr3K�~��0-36OWEC_�<?5-T�IJ36>@2
AL0=<?5�3?5-240!d-5-T->�2CT`�~�S2CEf<\A&AL0->�2C2��~��0W36O-EC[f/10-2HDG5-:B36I�DF5-}�A@>L<\�J:43\w£¬�d-:C36I DGE&0-2C5-:B2
E@O-7FDFA@A@2CTv3mQ62B>&IJ36>�2~�~�#2BE&365vA@0-2fDG5cAL2B>@T-36I�<?DF5aAL36Oi367F36}?8JAL0=<?5�AL0W2l3?5-2f3?w£]^�����&��/~[

354�� � <r��j������ � 	u�@v� 7��£�BA <��J�H�	� <^���

/10-DGEUE�2C:jALDG3?5�E�ALdWT-DG2BEUAL0-2(��$��"!	� ! ��
�3?w�AL0-2�DF5cAL2C>�T-36I�<?DG5KAL>@<\�J:4E@36dW>@:C2BEC_�0-2B5-:C2�AL0W24�~�#2BE
AL0=<\Aa}62C5W2C>L<VAL2�A@>L<\�J:?[ ¨k2PE@<g8uAL0-<\Av<eA@>L<\�J:PE�36d->�:C2PDFE ��$��"!	���JT-d->@DF5-}y<k}?DFQ62B5zALDFI�2
DG5cAL2B>�Q\<?7(p�0-2C5W2BQ62B>UAL0-2B>@2�DGE�<\A&7G2g<\E�A&365-2HMc8!AL2H3?w�A@>L<\�J:�A@0=<\A&36>@DF}6DG5-<\AL2BE�wx>�36I�DFA�T-dW>@DG5W}
AL0-DFE�A@DGIJ2�DF5cAL2C>ZQ\<?7 [��&3?A@2�A@0=<\A�AL0-DFEr5-3\ALDG3?5�3?w ��$��)!	� ! ��
&O-<m8SEr5-3H>�2CE@Oi2C:jA�AL3lAL0-2�Q\<?>@DG<\ALDF365-E
DG54ALDFI�213\wNA@0-2�<?I�3?d-5cA£AL>@<\�J:�wx3?>£AL0-21AL>@<\�J:��=3mp�EC[�¨e2�7G3S36s4<\A�A@0-2�5!d-I4Mi2C>�3?wb�~� �=3mp�E
AL0=<\A�<\>@2 ��$��)!	���^3mQ62B>�E�36IJ2fA@DGIJ2UDG5cA@2C>�Q\<?7.<?E1p^2B7G7�<?E�A@0-2f5SdWI4MN2B>�3?w ��$��"!	���^�~� �=3mp�E�wx36>
T-DFYN2C>�2C5cA1ALDFI�2BE@:g<\7G2CEB[
¨k2��->@E�A�E�ALdWTW8	AL0W2~<?:BA@DFQSDFAq8J3?w�A@0-2U�~� �-3Rp�E1DF5v§�DF}6d->@2U¤#[ �#[�§�DG}?d->@2U¤#[ �lE@0-3mp�EC_=3mQ?2C>�AL0W2
I�2C<?E@d->�2CIJ2C5cA�ON2B>@DF3#T._#AL0-2�<gQ62C>@<?}62l5!d-I4Mi2C>�3?w��$��"!	���^�~� �-3Rp�E�wx36>12C<?:;0��U�K0-36OK:C3?d-5cA
wx36>
A@DGIJ2CE@:C<?7G2BE�3?w��-w¦A@2C2B5�I�DF5Sd#AL2CEB_6365-210W36d->C_\wx36d->£0-3?d->@E�<\5-T4Aqp^2B7FQ?210-36d->�EC[£/10-215!d-IHMN2B>
3?w���$��)!	�����~� �=3mp�E�DFE^:C3?I�O=<\>@2CT�p�DFAL0�AL0-2�AL3?AL<?7N5!d-IHMN2B>^3?w��U�#2CE�s!5-3mp�5vwx>@3?I A@0-2U]����
A;<?M-7F2?[`��w�p^2v:B36I�O-<?>@2aA@0-2v5!d-I4Mi2C>�3?w��U�ksS5W3Rp�5owx>@3?I A@0-2�]����¥AL<?M-7G2�wx36>42g<\:;0��U�
0-36OaTWDGE�AL<?5-:B2?_cp^2&>@2C<?7GD �C21AL0=<VArD9A�T-DFYN2C>�E�wx>�36I AL0W2&T-DFE�A@>@DGMWdWALDF365�3?wbA@0-2&>�2g<?:;0-<?M-7G2&<?T-TW>@2CE�E
E@O=<?:B2lwx3?>12g<?:;0X�~�v0-36OKT-DGEZA;<?5-:B2fE@0-3mp�5�3?5�§�DF}6d->�2l¤#[ ¤S[r§=36>�]^�����&��/~_�IJ36E�A��U�#2CE&<?>�2



�6¤

7G3S:g<\A@2CT�<\A£wx3?d->C_6A@0->@2B2�<?5-T�AL0-2B5J�WQ62��~�40-36OWEC[£/10-2�T-DFE�A@>@DGMWdWALDF36543?w�AL0W21>@2g<\:;0=<?M-7F21E@O=<?:B2
3?w
§�DG}6dW>@2~¤S[ ¤4365	A@0-2~3?AL0W2C>10=<?5WT�A@2C7F7GErA@0=<\A1A@0-2C>�2f<?>@2~IJ36>@2&ON3\AL2C5cA@D�<?7NE@36d->�:C2BE&<VA1AL0->�2C2?_
Aqp^3-_-A@0-2C5�wx36d->1�U��0W36O-EC[�§=36>^¬�d-:B36IK_-I�3?E�A��~�S2CE�<?>@2f7F3#:C<\AL2BTX<VA1AL0->�2C2?_-wx3?d->�<?5-T�AL0-2B5
�-Q62J�~��0-36O-E~wx36>f<�T-DFE�AL>�DGM-d#ALDG3?5P3?w^A@0-2�>@2C<?:;0=<?M-7F2�E@O=<?:B2Jp�D9AL0`IJ36>@2�Oi3?AL2B5cALD�<\7£E@36dW>@:C2BE
<\AUAL0W>@2C2\_.Aqp^3�<\5-T�wx36d->U�U��0-36O-EB[�/10-DFEUE@0W3Rp�E~A@0=<\AUA@0-2�T-DGEZAL>�DGM-dWA@DG365X3?w�AL0-2H>@2g<\:;0=<?M-7F2
<?T-T->�2CE@E^E@O=<?:B2&wx36>�2g<\:;0v�~��0-3?O	T-DGEZA;<?5W:C2�DGE�<lON3S36>�0-2CdW>@DGEZALDF:CE�AL34}6dW2CE@E�AL0-2&T-DGEZAL>�DGM-dWA@DG365
3?w
A@0-2f�~�#2BE1p�DFAL0�p�0-36I�AL>L<V��:~DFE�2jh#:;0=<?5-}?2CT.[
/10-2XTWDFYN2C>@2B5cAa:Bd->�Q?2CE	3?wU§�DG}?d->@2X¤#[ ��<\7GE@3�E@0W3Rp�A@0=<\A�AL0W2XT-DFE�A@>@DGMWdWALDF365o3?w�A@0-2�<gQ?2C>L<\}62
5SdWI4MN2B>�3\w9��$��)!	���~�~�#2BEHT-3S2CE�5-3?A�:;0=<?5-}62Jwxd-5-T=<\I�2B5!AL<?7G798Pwx36>~AL0W2aT-D9Yb2B>@2C5cAlALDFI�2BE@:g<\7G2CE
:C365-E�DGT-2B>@2BT.[f/10-2�7G3S36sv3?w�AL0W24T-DGEZAL>�DGM-dWA@DG365XDGE&E@DGIJDG7G<?>1wx36>U<\7G7�ALDGIJ2CE�:g<?7F2CEB_Np�0=<\AU:;0=<?5-}62BE
DGE&A@0-2HA@3?A;<?7�5!d-I4Mi2C>U3\w ��$��"!	�����~�S2CEUAL0-<\A�Q\<?>�DG2CE�M!8�<aw <?:jAL36>&3?w�7G2BE@E�A@0=<?5PAL2B5�MN2jAqp^2B2C5
AL0-2UE�Ia<\7G7G2BE�A�<?5-T	AL0W2~7�<?>�}62CEZA�ALDFI�2BE@:g<\7G2CEr:C365WE@DGTW2C>@2BT.[�t�d->�DG5-}�<H�Ww¦AL2C2B5�I�DF5Sd#AL2CE^ON2B>@DG3ST._
]������&��/>@2B:C2CD9Q62BEHO=<?:;s\2BA@EHwx>@36I <?5k<gQ?2C>L<\}62�3\w1�6¡ ��� TWDFYN2C>@2B5cAH�U�#2CEB[v§=36>UAL0-2�Aqpr2C7FQ?2
0-36d->�E�ALDFI�2BE@:g<\7G2?_RAL0W2�5!d-I4Mi2C>�DF5-:C>�2g<?E�2CE£A@3~� �#�?���~�#2BEC[£/10WDGE�E�0-36d-7FT4Mi2�:C36IJO=<?>�2CTHA@3�AL0W2
�c¤?� � �U�#2CEUA@0=<\Af<\O-ON2C<?>UDF5PAL0-2�]���� A;<?M-7F2H3?wr]���������/~[b¬�d-:B36I wx36>UDFA@EUO=<?>ZA~>@2B:C2BDFQ62BE
365K<mQ?2C>@<?}62lO=<?:;s?2jALE�wx>@36I¢�m�6�c¤H�U�#2CE�T-d->�DG5-}J<4�-w¦AL2B2C5XI�DF5Sd#AL2CE1DF5cAL2C>ZQ\<?7(<?5-T�wx>@3?I�� �6¤S�
�~�#2BE�wx3?>�<�Aqpr2C79Q62l0-36d->�E�DF5cAL2C>ZQ\<?7 [
/10-24�~�S2CEUAL0-<\Af<?>�24T-DG>�2C:jAUOi2C2C>�E~3?w�AL0W24E�A@d-T-DG2BT`O->@3mQSDGT-2B>@E~<\>@2HA@0-24IJ36E�A ��$��)!	����E�36d->@:B2
�~�#2BEC[�t�d->�DG5-}4<?5c8J�Ww¦AL2C2B5	IJDG5!dWAL2BErOi2C>�DG3ST._#<?5	<gQ62B>L<?}?2U3?w��m�l�~�#2BE1<\A^<�T-DFE�AL<?5-:C2&3?w(365W2
�~��0-3?O�<?>@2 ��$��)!	����wx3?>�¬�d-:B36IK[£t�d->�DG5-}�<�Oi2C>@DF3#TlAqp^2B7FQ?210-36d->�EC_?A@0-DGE�5!d-I4Mi2C>£DF5-:C>�2g<?E�2CE�A@3
� ��TWDFYN2C>@2B5cA&�U�#2CEB[1/10-DGE�:C3?>@>@2BE@Oi365-T-E�AL3�<?7F7.AL0-2l�~�#2BE&s!5-3mp�5PMc8v¬�d-:B36I <\A&<JTWDGE�AL<?5-:B2
3?w�3?5-2v�~�y0-36O.[o§=36>�]^�����&��/~_��?¡`Oi2C>�:C2B5!A�3?w�AL0-2v�U�#2CE�<\A�365W2v�~�y0-36O{<?>@2 ��$��"!	���
365k<gQ?2C>L<\}62�TWd->@DF5-}K<?5c8��-w¦AL2B2C5�I�DF5Sd#AL2CEfDF5!A@2C>ZQ?<\7�<?5-T`AL0-DFE~ON2B>@:C2B5cA;<?}62JDG5W:C>@2C<?E@2BElA@3��?�
ON2B>@:C2B5cA^p�0-2B5	:C365WE@DGTW2C>@DF5-}fAqp^2B7FQ62&0-36d->�ErDF5cAL2C>ZQ\<?7GEB[�/10-2&ON2B>@:C2B5cA;<?}62&3?w ��$��"!	�����U�#2CE^<\A^<
T-DGEZA;<?5-:B2~3?w�Aqp^3J�~�	0-3?O-E�>L<?5-}?2CE1Mi2BAqpr2C2C5P� � Oi2C>@:B2C5cA�wx36>�AL0W2U�-w¦AL2B2C5KI�DF5Sd#AL2CE^DG5cAL2B>�Q\<?7GE
<?5-T � ��Oi2C>�:C2B5!A~wx3?>&AL0W2HAqp^2B7FQ?2�0-36d->�EUDG5cAL2B>�Q\<?7FE&wx36>�]������&��/~[./10-2�EL<\I�2�5SdWI4MN2B>@EUwx36>
¬�d-:C36I�<?>�2U3?w�>@2BE@Oi2C:jALDFQ?2C798	3?w��c¤lON2B>@:C2B5cA�<?5-T��6¡HOi2C>�:C2B5!AC[�]������&��/ 0=<\E1<HOi2C>@:B2C5cA;<\}62
3?w ��$��"!	���1�~�S2CE�A@0=<\A&E@7G3mp�798vT-2C:B>@2C<?E@2BEUp�DFAL0KAL0-2l�~�K0-36O�TWDGE�AL<?5-:B2?[�¬�d-:C3?I*2�h#ON2B>@DG2B5-:C2BE
<?5y<?M->�d-OWAHT-2C:B>@2g<\E@2	3?w1A@0-2aOi2C>�:C2B5!AL<?}62	3\w�DFALE ��$��"!	���l�~�#2BE�<\AH<?5��~�k0W36O�T-DFE�A;<\5-:C2�3?w
AL0->�2C2fT-d-2~AL3�A@0-2f7�<?>�}62Uwx>L<?:jALDF365v3?w�AL0-2f�~�S2CE�sS5W3Rp�5�<\A1AL0WDGE1�~�v0-36O�T-DFE�AL<?5-:C2\[
��2jA^dWE�A@d->@5JAL3 ��$��"!	����OW>@2B�#hW2BEC[�§�DF}6d->@2&¤#[ �fE@0-3mp�E^A@0-2�<\:BALD9QSDFAq8�3?wbO->@2j�Wh#2CEB_Wp�0-DG:;0Jwx367G7F3mp
<�TWDGE�A@>@DFM-dWALDF365�E@DFI�DF7�<?>�AL3�AL0-2�365W2J3\w^AL0W2J�U�#2CEB[	§=36>f]���������/~_(AL0W2C>@2�<?>�2J3?5e<gQ?2C>L<\}62
�?¡c¤?�PT-D9Yb2B>@2B5!A ��$��"!	����O->@2j�Wh#2CEJT-d->@DF5-}�<P�-w¦AL2B2C5�I�DF5Sd#AL2CE�DF5cAL2C>ZQ\<?7 _�<?Mi36dWA4A@2C5�ON2B>@:B2C5cA
3?wfAL0-2`O->�2B�Wh#2CE�:B365cA;<?DF5-2CT|DG5 D9ALE�]���� A;<?M-7F2?[ §�3?>�¬�d-:C3?IX_�AL0-2�<gQ62B>L<?}?2�5!d-IHMN2B>v3?w
��$��)!	����O->@2j�Wh#2CErT-d->@DF5-}l<U�-w¦AL2B2C5aIJDG5!dWA@2CE�DF5!A@2C>ZQ?<\7-DGE��+�#�g�W_c>@2BO->@2BE@2C5cA@DG5-}l365-798�<?Mi36dWA�wx36d->
ON2B>@:C2B5cA	3?wUA@0-2�OW>@2B�#hW2BE	3?w~D9ALE�]���� A;<?M-7F2?[ /10-2�<gQ62C>@<?}62X5SdWI4MN2B>a3?w ��$��)!	���4O->@2j�Wh#2CE
wx36>&¬�d-:B36I DG5W:C>@2C<?E@2BE~AL3`� � _ �?� � wx3?>UAqp^2B7FQ62J0-36dW>@E~DG5cA@2C>�Q\<?7FEC_bA@3�MN2�:B36I�O-<?>@2BT`p�D9AL0�AL0W2
�m¡c¤#_ �?�!�HO->�2B�Wh#2BE&s!5-3mp�5Xwx>�36I�D9ALE�]����{AL<?M-7G2\[
/10-2PT-DFE�AL>�DGM-d#ALDG3?5u3?w~A@0-2�AL>@<\�J:PE@3?d->@:B2CEvDG5{AL2C>�I�Ea3?wf�~�u0-3?OzT-DGEZA;<?5W:C2PDFE	0-2C5W:C2�5-3?A
<?7Fp^<g8#E&:C365WE@DGEZAL2B5!A�p�DFAL0KAL0-2�>@2C<?:;0=<?M-DF7GD9Aq8�DG5Wwx36>�Ia<VALDG3?5v3?w�AL0-2H]���� AL<?M-7F2?[ � 365-E�DGT-2B>@DG5W}
�~� �-3Rp�E�DG5WE�AL2C<?Ta3\w.O->�2B�Wh#2CE^<?7G7F3mp�E£wx36>�<�>@2BT-d-:jALDG3?5�DF5JA@0-2&5!d-IHMN2B>r3?w���$��)!	���£E@36dW>@:C2BErA@3
MN2UAL<?s?2B5KDF5cAL3�<?:B:C36d-5cAC_=M-dWA1AL0WDGE�>�2CT-d-:jALDF365�DGE�7FDGIJDFAL2BT�}?DFQ62B5vAL0=<\A1A@0-2~5!d-I4Mi2C>13?w ��$��"!	���
O->@2j�Wh#2CE�DGE�<?7F>@2g<\TW8aw <?DF>@798a7F3Rp :C3?I�O=<\>@2CTvA@3JA@0-2f5SdWI4MN2B>13?w
sS5W3Rp�5XO->@2j�Wh#2CEB[



�?�

0

500

1000

1500

2000

2500

3000

1 2 3 4 5 6 7 8

N
um

be
r 

of
 a

ct
iv

e 
A

S
s

AS hop distance

Distribution of active ASs

All known ASes
12 hours timescale
4 hours timescale
1 hour timescale

15 minutes timescale

0

1000

2000

3000

4000

5000

6000

7000

1 2 3 4 5 6 7 8

N
um

be
r 

of
 a

ct
iv

e 
A

S
s

AS hop distance

Distribution of active ASs

All known ASes
12 hours timescale
4 hours timescale
1 hour timescale

15 minutes timescale

§�DF}6d->�2f¤#[ � � �&d-IHMN2B>�3\w ��$��"!	�����U�#2CEB_�]���������/ �xA@36O ��<?5WT�¬�d-:B36I��xMN3?A�AL36I �j[



�\�

0

1000

2000

3000

4000

5000

6000

7000

8000

9000

10000

1 2 3 4 5 6 7 8

N
um

be
r 

of
 a

ct
iv

e 
pr

ef
ix

es

AS hop distance

Distribution of active prefixes

12 hours timescale
4 hours timescale
1 hour timescale

15 minutes timescale

0

2000

4000

6000

8000

10000

12000

1 2 3 4 5 6 7 8

N
um

be
r 

of
 a

ct
iv

e 
pr

ef
ix

es

AS hop distance

Distribution of active prefixes

12 hours timescale
4 hours timescale
1 hour timescale

15 minutes timescale

§�DG}6dW>@2l¤#[ � � �&dWI4MN2B>13?w���$��)!	���^O->@2j�Wh#2CEB_b]���������/ �x7G2jw¦A��^<?5WT�¬�d-:B36I��x>@DG}?0!A	�j[



�6�

354�� �ª�H� < :B���(�B���

�q5�A@0-DGE1:;0-<?OWAL2B>C_-pr2�0-<mQ?2l<?5=<?798 �B2CTvAL0WDGE1Mi2C0=<gQSDG36>13?5�A@0-2fM=<?E�DGE13?w�Aqpr3�365W2fpr2C2Bs	AL>@<?:C2BE
:C3mQ62B>@DG5W}U<?7F76AL0-2�DG5cAL2B>@T-3?Ia<?DF5~AL>L<V��:�3?wWAqp^3&T-DFYN2C>�2C5cA�IJ2CTWDGd-I E�D �B2r5-3?5#��A@>L<?5-E�DFA�O->�3RQSDFT-2C>�E
<\A.Aqpr3&T-D9Yb2B>@2B5!A�IJ36IJ2C5cALEB[ 'Ud->(EZALd-T#8~DGE.OW>@36M=<\M-7F8U<?O-O-7FDG:g<\M-7G2�AL3�Ia<\5!8�E@I�<?7G7RAL3�IJ2CT-DFd-I
�Z����E�A@0=<\A�:B365-EZALDFA@dWAL2�A@0-2�Ia<m��36>@D9Aq8�3\wNA@0-21�Z����E�DG54AL0W21�q5!A@2C>�5-2BAC_#2jQ62C5JDFw�A@0-21T-DGEZAL>�DGM-dWA@DG365
DG5�AL2B>@IJEl3\w^�U�`0-3?OeT-DFE�AL<?5-:C2�p�DF7G7£T-2BON2B5-TkEZAL>�365-}6798P365`AL0-2�O=<\>�ALDF:Cd-7G<?>UO->�3mQ#DFT-2C>B[�/10-2
AL36Oi367G3?}6DG:C<?7£T-DFE�AL>�DGM-d#ALDG3?5�3\w1AL0-2�DG5cAL2B>@T-36I�<?DF5�A@>L<\�J:J0-3mp^2jQ62C>�I�<?DF5-7F8�TW2COi2C5-T-EH365kAL0W2
p�<g8�AL0W2�:B365-E�DGT-2B>@2CT�O->@3mQSDGTW2C>�DGE�:B365-5-2B:BAL2BTaAL3~A@0-2&�q5cA@2C>@5W2BA^<?E�p^2B7G7�<?E�AL0W2�IJ36EZArOi36O-dW7�<?>
�~�#2BE�p�D9AL0�p�0-36I�A@>L<\�J:~DFE�2�h#:;0=<?5-}62BT.[
/10-2�Ia<?DF5y>@2BE@d-79ALE�3?w&36d->�<?5=<\7F8SE@DFE�<?>@2vAL0W2�wx3?7G7G3mp�DF5-}-[e§�DG>�E�Ag_�A@0-2�T-DGEZAL>@DFM-dWA@DG365y3?w�AL0W2
>@2g<\:;0=<?M-7F2v<?T-T->�2CE�E�E@O=<?:B2vDGE�7GDGIJDFA@2CT�DG5kA@2C>�I�E43\w��~�k0-36OWEC[e�#2C:B365-T._�pr2v:C365#�=>@I AL0=<\A
<�E�Ia<?7F7U5!d-I4Mi2C>�3?wHDG5cAL2B>@T-36I�<?DF5zAL>L<V��:`E�36d->@:B2CE�<?:C:B36d-5cAXwx3?>X<\5 DFI�Oi36>�AL<?5cAvO=<?>ZAK3?w
AL0-2~AL3\A;<?7.A@>L<\�J:l>@2C:B2CD9Q62CTXMc8vAL0-2lE�A@d-T-DG2BT�O->�3mQ#DFT-2C>�EC_=p�DFA@0�<�>@2B7�<\A@DFQ?2C7F8aE@I�<?7G7bT-DFYN2C>�2C5-:B2
MN2jAqp^2B2C5�AL0-2HO->@2j�Wh�<\5-TPAL0-2��~�P<?}?}6>@2B}c<\ALDF365K7G2BQ?2C7FEC[U/10-DF>@T._iAL0-2HI�36EZA�DFI�Oi36>ZA;<?5cA&O=<?>�A
3?w(AL0-2UA@>L<\�J:UDFE�O->�3#T-dW:C2CT�Mc8	E�36d->�:C2CE17F3#:C<\AL2BTv<\A�<4TWDGE�AL<?5-:B2U3?w
<Hwx2Bp �~�	0-3?O-EC_-MWdWA�AL0W2
T-DGEZAL>@DFM-dWA@DG365�3?w�AL0-2^A@>L<\�J:1T-D9Yb2B>@E�wx>�36I AL0-21TWDGE�A@>@DFM-dWALDF365H3\wiA@0-2�>�2g<?:;0=<\M-7G2�<?TWT->@2BE@E�E@O-<?:C2\[
§�3?d->�A@0._#A@0-2UT-DFE�AL>�DGM-d#ALDG3?5a3?w�AL0W2~<gQ62C>@<?}62~5!d-I4Mi2C>^3?w�DG5cAL2B>@T-36I�<?DF5�AL>@<\�J:UE@3?d->@:B2CE�DGE^<?7GE�3
7GDGIJDFA@2CT`DG5eAL2C>�I�E�3?w1AL0W2	�~�k0-3?OyT-DGEZA;<?5-:B2	<?5WTy:g<?5o<?7FE@3XT-DFYN2C>lwx>@36I AL0W2	T-DGEZAL>�DGM-dWA@DG365
3?wrA@0-2�>@2C<?:;0=<?M-7F2J<?T-T->�2CE@ElE@O-<?:C2J<?E~pr2C7G7�<\El3\wrA@0-2�T-DGEZAL>@DFM-dWA@DG365P3\w^AL0W2�A@>L<\�J:\[5'~5`AL0W2
3?AL0-2B>£0=<?5WT._6AL0-21TWDGE�A@>@DFM-dWALDF365 �x5-3?A£A@0-2�AL3\A;<?7S5!d-I4Mi2C>�3?wiE@3?d->@:B2CE	��3\wiA@0-2�<gQ62B>L<?}6215!d-IHMN2B>
3?w£DF5!A@2C>�T-36I�<?DG5vAL>@<\�J:�E�36d->�:C2CE&T-3S2CE�5-3?A&:;0=<?5-}62lI4d-:;0Xp�DFAL0�AL0W2�:B365-E@DFT-2C>�2CT�A@DGIJ2CE�:g<?7F2?[
§�DFw¦A@0._bAL0W2JEZALd-TWDG2CT`O->�3mQ#DFT-2C>�EC_�T-2CE�O-DFA@2�AL0-2BDG>UE�D �C2\_�>@2C:B2CD9Q62�AL>L<V��:4wx>�36I <v7G<?>@}624wx>@<?:BA@DG365
3?w
A@0-2f}67G3?M=<?7b�q5cA@2C>@5W2BAg[



�?�

� �������	��
 �

 � � ����������� � � ����� ��� ����� ��� ��� �	��
 ��� � � ���
�	
 �"! �

# 4%$ &i��(�
� 
��(<���B���

/10-2�:B36IJI�365vA@0->@2C<?TXDF5XO-<?ON2B>@E�T-2g<\7GDG5W}�p�D9AL0KDG5cAL2B>@T-3?Ia<?DF5	AL>@<\�J: � �6�W_=�+�#_��6�W_��6�#_(� �\�W_
�m�+����DFEJA@0=<\Aa<e7GDFI�D9AL2BTy5SdWI4MN2B>�3\w~�~�#2BE	<?>�2X>�2CE�ON365WE@DGMW7G2�wx36>a<`7�<\>@}62vwx>L<\:BALDF365�3?wUAL0W2
DG5cAL2B>@T-36I�<?DF5`A@>L<\�J:\[v/10-2aI�<?DG5�7GDFI�D9A;<\A@DG365X3?w�A@0-2CE�2aE�A@d-T-DF2CEHDFE~AL0=<\AlAL0W2B8e<?7G7�:B365-E�DGT-2B>
AL0-2�AL>@<\�J:�T-DFE�AL>�DGM-d#ALDG3?5�wx3?>^<l}6DFQ?2C5�A@DGIJ2�ON2B>@DG3ST._S<?E�E@d-IJDG5-}fAL0-<\ArA@0-2&A@DGIJ2CE�:g<?7F2CE�E@I�<?7G7F2C>
AL0=<?5vA@0-2~p�0-367G2~A@DGIJ2UE�A@d-TW8�T-3S2CE15-3\A&:B365cA;<?DF5�E@DG}?5-DF�=:C<?5cA1AL>@<\�J:UQ?<\>@D�<\M-DG7FDFAq86[
/10-2�<?DFI*3\w�AL0-DFE�:;0=<?O#AL2C>~DFE&A@3	E�A@d-TW8�A@0-24TW8S5=<\I�DF:CEU3?w�A@0-2HA@>L<\�J:4365XAL0-24DF5cAL2C>�T-36I�<?DG5
AL36Oi367G3?}?86_\<?E£E�2C2C5�Mc8lAqp^3~EZALd-M��~�S2CEC[ � 36I�O-<?>@2BTHAL3 �©�m�6�#_#�g�6�W_#�g¡6¡W_S�g�����#AL0=<VA�wx3S:Cd-E£3?5�<
E@d-M-E�2BA�3\w=AL0-21<\O-O-7GDF:g<\A@DG365WE�DF5�A@0-2rp�0-3?7G2rA@>L<\�J:\_636d->
}63c<?7SDGE�AL3UEZALd-T#8�A@0-2�TW8S5=<?IJDG:BE�3?w=<?7G7
AL>L<V��:rE@2B5!A�Mc8�E�A@d-M��~�#2BEC_cDF5-T-2COi2C5WT-2C5cAL798H3\w=AL0-2rd-5-T-2B>@7F8SDF5-}~<?O-OW7GDG:C<\ALDF365-EB[�/10WDGE�:;0-<?OWAL2B>
wx3#:Bd-E@2BE�2�h#:C7GdWE@DFQ?2C798�365vAL0-2BE@2lE�ALdWMX�U�#2CE�MN2B:g<?dWE@2fAL0-2j8v:C365WE�ALD9ALdWA@2~AL0-2~Q\<?E�A�I�<R��36>�DFAq8�3?w
<?7G7
�~�#2BE �©�R� �#_���� [a�X36>�2�AL0=<?5e�6¡	' 3?w^<?7F7£�~�#2BE�0-<mQ?2a<VA�7F2g<?EZA~Aqp^3X]�����Oi2C2C>�E �©�R� � � [
��A1AL0-2~T=<VAL2~3?w�t�2C:B2CI4Mi2C>&¤?¡)(+*�¤?¡?¡6�4I�3?>@2�A@0=<?5 � �,' �'�g�!¤6¤S�~3RQ?2C>f�m�6�6�?� �r3?w�A@0-2~�~�#2BE
p^2B>@2l:C365-E�DGT-2B>@2BT�<?E�EZALd-M#���~�#2BE&Mc8v� ���&� � , E�]����u>�36dWALDF5-}4A;<\M-7G2 �©�R�#� � [
�q5	E@2B:BALDF365v�W[ ¤lpr2U2jh#O-7G<?DG5JAL0-2&:C365cA@2jhSA13?w.A@0-DGEr:;0=<?OWA@2C>B[^�S2C:BA@DG365a�W[ �HO->@2BE@2B5!A@E�AL0-2�AL>@<\�J:
AL>L<\:C2CE�<?E�pr2C7F7(<?E1AL0W2~O->@3S:C2BT-d->@2fd-E�2CT�AL3�IJ2C>@}?2UAL0-2~AL>@<\�J:f<?5-TK]����{>�36dWALDF5-}�DG5#wx36>@I�<V�
ALDG3?5.[£�S2C:BA@DG365��W[ �~E�A@d-T-DG2BE�AL0-2�E�AL<?M-DF7GDFAq8�3?w�AL0W2&]�����>@36dWA@DG5-}Uwx3?>£AL0-2�DG5cA@2C>@TW36Ia<\DG5HA@>L<\�J:?[
�#2C:jALDG3?5y�W[ �P<?5=<?798 �B2CEHA@0-2aA@36ON3?7G36}6DF:g<?7�OW>@36Oi2C>ZALDG2BE43?w1A@0-2	DG5cA@2C>@TW36Ia<\DG5eA@>L<\�J:	3mQ?2C>4AL0W2
p�0-367G2lAL>@<?:C2BE�p�0-DG7F2�E�2C:jALDG3?5��W[ �a7G3S36s!EU<\A&AL0-2�TW8S5=<?IJDG:BE�3?w�A@0-24O->�36ON2B>�A@DG2CE&3?w£A@0-24DG5cA@2C>Z�
T-36I�<?DG5KAL36Oi367G3?}?8vwx36>&A@0-2HA@>L<\�J:?[f��3?AL2�AL0=<\A�I�3?E�AU3\w�A@0-24:B365cAL2C5cAf3?w�A@0-DGE&:;0=<?OWA@2C>Up�DF7G7
<?O-Oi2g<?>�<?E �©� � � � [

# 4 3 ���� 
 �a�B� � �@�� �B������ 
v�H� �f�C� ��98��9:B� � �

�q5	36>@TW2C>^A@3Hd-5-TW2C>@EZA;<?5WT�A@0-2&A@36Oi367G36}?DG:g<\7=T-DGEZAL>@DFM-dWA@DG365J3?w�DG5cA@2C>@TW36Ia<\DG5�AL>L<V��:�p^2�>@2C798J365
<?5��~�!��7G2jQ62C7
}6>L<\O-0.[~/10-DFEU}6>L<\O-0�DGE&M-d-DG79A�wx>�36I�AL0-2��U��O=<\AL0�DF5Wwx36>�Ia<\A@DG365�:B365cA;<?DF5-2CT�DF5
AL0-2a]����¥<?T#Q62C>ZALDFE@2CIJ2C5cA@E4>@2B:C2CD9Q62BT�Mc8�AL0-2�E�A@d-T-DG2BT�E�A@d-My�~�S2CEC[��X36>@2�O->@2B:CDFE@2C7986_£2C<?:;0



� �

�~��DFE�3?5-2a5-3ST-2J3?w�A@0-2aDF5!A@2C>�T-36I�<?DG5�}6>L<\O-0�<?5WT�<?5e2CT-}62�:C36>�>@2BE@Oi365-T�AL3KAL0-2JOi2C2C>�DG5-}?E
MN2jAqp^2B2C5	Aqpr34�~�#2BEC[�� 5-3ST-2&3\w(36d->��~�!��7G2jQ62C7�}6>@<?O-0�Ia<g8�:C3?>@>@2BE@Oi365-TaA@3�E�2BQ?2C>L<\7bT-DFE�ALDF5-:BA
O->@2j�Wh#2CEC[�§=36>�2�h-<\I�O-7F2?_6A@0-2&5W3#T-2�:B36>@>�2CE@Oi365-TWDG5-}fAL3�<l7G<?>@}?21O->@3mQSDGT-2B>�p�DG7G7W:C36>�>@2CE�ON3?5-T�A@3
AL0-2�T-36I�<?DF5U3?wSAL0-DFE(O->@3mQSDGT-2B>�<?5-TfAL3�E@2jQ62B>L<?7!3?w#DFA@E.E@I�<?7G7F2C>.:B7GDF2C5cALE.A@0=<\A�T-3�5-3?A�0-<mQ?2^<\5l�U�
5SdWI4MN2B>C[�§=d->ZAL0-2B>@IJ36>@2\_-<?5�2CTW}62~DG5aA@0-2~DG5cA@2C>@TW36Ia<\DG5	}6>@<?O-0vI�<g8a:B36>@>�2CE@Oi365-T�AL3�E�2BQ?2C>L<\7
T-DGEZALDG5W:BA�O-0c8#E�DG:C<?7�7FDG5-s!EJ36>aOi2C2B>@DG5W}6EC[ �#DG5-:B2P]���� 365-798�<?TWQ62B>�A@DGE@2BE	365-2�O=<\AL0{AL3k2C<?:;0
T-2CEZALDG5-<\ALDF365._£AL0W2K:B365-E�DGT-2B>@2CT�DG5cA@2C>@TW36Ia<\DG5�}6>@<?O-0oT-3S2CE�5-3?A�E�0-3mp�<?7F7^DF5!A@2C>�:C365-5W2C:BA@DG365WE
MN2jAqp^2B2C5�TW36Ia<\DG5-EB[
'~5�AL0-DFE�DF5cAL2C>�T-36I�<?DG5`}6>@<?O-0._�p^2a<?>@2JDG5cA@2C>@2BE�A@2CT�DF5eAL0W2aO=<\A@0-Efwx367G7F3Rpr2CT�Mc8k��� O-<?:;s?2jALE
E@2C5cAaM!8oA@0-2XIJ365-D9AL36>�2CToE�A@d-Mz�U�oAL3�AL0-2K}67F36M=<?71�q5cAL2B>@5-2jAg[ /10-3?E@2�O-<\AL0-Ea<?>@2�AL0W2X365W2
E@2C7F2C:jAL2CT{Mc8yAL0-2K]���� T-2B:CDGE�DG365oO->�3#:B2CE�E �©�R�?� ��M-<?E@2BTu365yAL0W2�<?T#Q62C>ZALDFE@2CIJ2C5cA@E�>�2C:C2BDFQ?2CT
wx>@36I 2C<?:;0�3\w£DFA@E�]����{ON2B2C>@EB[1�#DF5-:C2�]����uDGE�<�TW8S5=<?IJDG:~>�36dWALDF5-}�O->@3\AL3S:C367 _WAL0-2BE@2�O=<\AL0WE
Ia<g8y:;0=<\5-}62�p�DFAL0yA@DGIJ2?[�§=d->�A@0-2C>�I�36>�2?_�E@DF5-:C2X<?5��~�yIa<g8o<?T#Q62C>ZALDFE@2KE@2BQ?2C>@<?7�O->@2j�Wh#2CE
<?5-TPAL0W2��~� ��<\A@0`DG5Wwx36>�Ia<VALDG3?5�DGEU<?E@E�3#:BD�<\A@2CTPp�DFA@0�365-2�O->�2B�WhN_(AL0W2C>@2�IJDG}?0!A�MN2�E�2BQ?2C>L<\7
T-DGEZALDG5W:BA1O=<VAL0-E�MN2jAqp^2B2C5KAL0-2fE�A@d-T-DF2CTKE�ALdWMX�U�K<?5WT�<�}6D9Q62C5KT-2BE�ALDF5=<\A@DG365v�U�N[
�q54AL0-DFE£O=<?Oi2C>B_6p^21:C<?7G7#<?5;�'2BT-}62 �1<?5��U�4O=<?DG>�<?O-Oi2g<?>�DG5-}U<?E�Aqpr3l:B365-E�2C:Cd#ALDFQ?2�<?5-T�T-DFE�ALDF5-:BA
�~�#2BE~DG5PAL0W24�~�PO=<\A@0�3?w�AL0-2����&��������� � �	� � ��wx36>&E@36IJ2HAL>@<\�J:�T-2CEZALDF5=<\ALDF365.[U¨|D9AL0PAL0W2
]����`>@3?dWAL2BEC_6pr2�s!5-3mp{0-3mp{A@0-21DG5cA@2C>@TW36Ia<\DG5�A@>L<\�J:1}62jALE�wx3?>�p^<?>@T-2BTJ<?:C>�36E@E£A@0-21�~�!��7G2jQ62C7
AL36Oi367G3?}?8Xp�D9AL0-3?dWAl>@2CE�ON2B:BAlAL3�O-0c8SE@DF:g<?7�7GDF5-s!Ef36>~I4d-79ALDGOW7G24Oi2C2B>@DG5W}KOi36DF5!A@EfMN2jAqp^2B2C5kAqpr3
�~�#2BEC[�¨|D9AL0HA@0-21�~�HO=<VAL0�DG5#wx36>@I�<\ALDF365l3?w=AL0-2�]�����>@3?dWAL2BEC_c365-798>�q2CT-}?2CE �^3?w�AL0W2��~�!��7G2jQ62C7
AL36Oi367G3?}?8K<?>@2HsS5W3Rp�5b[l�&5�2jhW<?IJO-7G2�p�DG7G7�Mi2BA�AL2C>�DG7G7Fd-E�A@>L<\A@2lA@0-DGE&5-3?A@DG365P3\w�<?5 �'2BT-}62��L[~�q5
AL0-2�7G2Bw¦A&O=<?>ZA�3\w�§�DG}?d->@2��W[9�6_iA@0-2HEZALd-M��~� �x�~�X� ��0=<\E&Aqpr3�]����zOi2C2B>@E �x�~��] <?5-TP�U�
� �4<?5-Ty2g<\:;0u]����¥ON2B2C>�<?5-5W36d-5-:B2CE�365-2v>�36dWAL2�AL3mp�<\>@T-E�2g<\:;0�3\w�A@0-2	Aqpr3�TW2CE�A@DG5=<VALDG3?5
�~�#2BE � �U�P§z<?5-T��U� � ��[N�q5PA@0-DGE�AL36Oi367G3?}?86_�AL0-2HE�ALdWM��~��>@2B:C2BDFQ62BEUAqp^3v>�36dWA@2CE�A@3Rp^<?>�T-E
T-2CEZALDG5-<\ALDF365P�~��§uwx>�36I D9ALE�Aqpr3�ON2B2C>�EC[H/10W2�>@36dWA@2�<?TWQ?2C>�A@DGE�2CT`Mc8�ON2B2C>���0=<\E~�~��O=<\A@0
��
� p�0-DF7G24AL0W2J>�36dWA@2�<\TWQ62B>�ALDFE@2BTkMc8`ON2B2C>�¤	0=<?El�~��O=<\A@0���
��
��[b��E�E@d-IJDG5W}�A@0=<\AfAL0W2
E�ALdWMe:;0-3S36E�2CE�<?EfDFALE~Mi2CEZAl>@36dWA@2�AL3mp�<\>@T-El�~�`§zAL0-2�>@3?dWAL2J<?TWQ?2C>ZALDGE�2CT�Mc8`�~�`]ª0=<gQSDG5W}
AL0-2JE@0-3?>�AL2BE�AH�~��O-<\AL0._�pr2a0=<gQ62JAqp^3�2CT-}62BEHDF5�A@0-2�DF5cAL2C>�T-36I�<?DG5�A@36ON3?7G36}?8Xwx36>fAL0-DFEl�U�
O=<\AL0b_.5=<?IJ2C798X2BT-}62

<
��_ ]

>
<?5-T`2BT-}62

<
]�_ §

>
[;'~dW>UE�A@d-M`�~��>@2B:C2BDFQ62BE~Aqp^3�>@3?dWAL2BEUwx36>

T-2CEZALDG5-<\ALDF365��~�J¤f0-<mQSDF5-}~AL0-2�EL<\I�2��~��O=<\A@0�7F2C5-}\AL0�3?wb�~wx>�36ID9ALE£Aqpr3�Oi2C2B>@EC_���
��
��zwx36>
ON2B2C>4��<?5WT���
��
�� wx>�36I*ON2B2C>l¤#[f��w�p^2�<\7GE@3	<?E@E�d-I�24A@0=<\A�36d->UEZALd-M`:;0-3S36E@2BE~AL0-24>�36dWA@2
<?TWQ62B>�A@DGE@2BTXMc8�Oi2C2B>�¤Hpr2�0-<mQ?2~AL0->�2C2l5-2Bp�2CT-}62BE��

<
�H_ �

>
_
<
� _ �

>
<\5-T

<
�1_ �

>
[

�q5�A@0-21�~�c�q7G2jQ62B7=}6>L<?OW0._?pr2&<\>@21DG5cA@2C>@2BE�A@2CTJDG5�E�A@d-TW8SDG5W}�<\5-T�d-5-T-2B>@E�AL<?5-T-DF5-}fAL0-2�A@36ON3?7G36}6D©�
:g<?7=T-DFE�A@>@DGMWdWALDF365�3?wbA@0-2�DG5cAL2B>@T-36I�<?DF54AL>L<V��:\[�§=36>�AL0-DFEC_6pr2�5-2B2CTJAL3�<?E@E�3#:BD�<\A@2�2C<?:;0 �q2CT-}?2��
p�DFAL0vA@0-2f<?IJ36d-5cA�3?w�AL>@<\�J:lD9A1:g<\>@>@DF2CEB[£¨k2~AL0!d-E�:B36d-5cA&<?7G7N5-2BAqpr36>@s�AL>L<V��:~A@0=<\A1AL>@<?5-E�DFALE
MN2jAqp^2B2C5eAqpr3��~�#2BEf:C365-5W2C:BA@2CTeM!8�AL0=<\AU2CT-}62\[4��5`2BT-}62�T-3S2CE~5-3?Af>�2CO->�2CE�2C5cA4<vO-0c8SE@DF:g<?7
7GDG5WsH36>r<lE�DG5-}?7G2�ON2B2C>�DG5-}lMN2jAqp^2B2C5	Aqpr3H�U�#2CEB_WM-dWA^<?7F7=ON2B2C>@DF5-}6E�Mi2BAqpr2C2C5	Aqpr34�U�#2CEB[�§�>�36I
<fA@36ON3?7G36}6DF:g<?7W:;0=<?>L<\:BAL2B>@D �g<\A@DG365JON2B>@E�ON2B:BALD9Q62\_��'2BT-}62BE ��>@2BO->@2BE@2B5!A1<?5	<?}?}6>@2B}c<\AL2�3?wb7GDF5-s!Er36>
ON2B2C>@DF5-}6EB[£§=>@36I <&A@>L<\�J:�2B5-}6DG5W2C2C>�DG5-}~Oi2C>�E@Oi2C:jALDFQ?213654AL0W2�3?AL0W2C>�0=<?5WT._��'2BT-}62BE �^>@2COW>@2CE�2C5cA
<�IJ2g<?5-DF5-}?wxd-7.A@>L<\�J:H<?}6}6>�2C}c<\A@2~AL0=<\A�:C36dW7GT�Mi2l:C365cAL>�367G7F2CT�AL0->�36d-}60P]����uAqpr2g<\sSDF5-}	7FDGs?2
�~�vO=<\AL0�O->�2COi2C5-TWDG5-}-_i�X��t�_i3?>1>@2CTWDGE�A@>@DFM-dWALDF365v:C3?I�I4dW5-DFA@DG2CE �9�g�+� � [



� �

§
DG}6d->�2~�W[9� � ��hW<?I�OW7G2~�~�c�q7G2jQ62B7.AL36Oi367G3?}?86[

# 4 # � �������	�
��� ������

�q5	AL0-DFE^:;0=<?O#AL2C>B_Wpr2U>@2B7F8�365aAqpr34AL>L<V��:&AL>L<\:C2CE�<\7G365-}lp�DFA@0aAL0-2U<?E@E�3#:BD�<\A@2CTv]����o>@36dWA@DG5-}
DG5Wwx36>�Ia<VALDG3?5.[z/10-2��->@E�A�AL>@<?:C2PDFEa<e365-2�2B5cALDG>�2�IJ365cAL0�AL>L<\:C2�3\w~AL0-2X36dWALMi36d-5WTuAL>@<\�J:
wx>@36I AL0-2��&5WDFQ62B>@E�DFA���:C<\AL0-3?7GDGn!d-2vTW2X�(36d#Q?<\DG5 ��� � � ��_�]^2C7F}6DGdWIX[�/10W2�]���� T-<\A;<Pp^<?E
}c<\AL0W2C>@2BT�wx>@36I <UE@2CE�E@DF365�2BE�AL<?M-7GDFE@0-2BT�p�DFAL04A@0-2�<?E@E�3#:BD�<\A@2CT�5-2jAqp^3?>@s�O->�3RQSDFT-2C>B_!]������&��/~[
/
34A@0-2~MN2BE�A�3?w�36dW>�s!5-3mp�7G2CTW}62?_WA@0-DGErAL>L<\:C2~DGErAL0-2~7F365-}62BE�A�<?5WTvI�36EZA1>@2B:C2B5!A�DF5cAL2C>�T-36I�<?DG5
AL>L<V��:PA@>L<?:B2`3?w4<\7G7&A@0-2`DG5cAL2B>@T-3?Ia<?DF5uAL>@<\�J:`>@2COi36>ZAL2CT DG5zA@0-2`7GD9AL2C>@<\ALdW>@2?[ /10-DGE	A@>L<?:B2
p�<?E�:B367G7F2C:BA@2CT|Mc8 AL0-2�<?d#AL0-36>B[ /10-2�E@2C:B365-T AL>L<\:C2?_&Ia<\DG5-798ud-E�2CT wx36>	Q\<?7GDFT=<\ALDF365z<\5-T
:C36IJO=<?>�DGE@3?5�O-d->�ON36E�2CEB_rp^<?E�}c<\A@0-2C>�2CTo3mQ62C>�¤\�`0-3?d->@E4wx>�36I A@0-2�36dWA@MN36dW5-Ty:C36IJIJ3#T-D9Aq8
AL>L<V��:rwx>@36I AL0W2���DFA@A@E@M-dW>@}60J�#dWON2B>@:C3?I�O-d#ALDG5W} � 2C5cAL2B> � ��� � ��_ �
2B5-5-E�8S79Q?<\5-D�<W_��U�#��[?/10-DFE
AL>L<\:C2�p^<?E�:g<?OWA@d->@2BTyMc8 � 0W>@DGE��&<\O-DG2B>lwx>�36I AL0-2 ��DFA@A@E@M-dW>@}60o�Sd-ON2B>@:B36I�OWdWALDF5-} � 2B5!A@2C>B[
��ALE�<?E@E�3#:BD�<\A@2CTK]����uDG5#wx36>@I�<\ALDF365�p^<?E�}c<\A@0-2C>�2CT�wx>@36I <?5�365#�qE�DFA@2~>@36dWA@2fE@2C>ZQ62B>C[
� <?OWALdW>@DG5W}{E�d-:;0 DG5cA@2C>@TW36Ia<\DG5 AL>@<\�J:�A@>L<?:B2CE�DFE�O=<?>�A@DG:Bd-7�<?>�7F8uT-DF�J:CdW7FA�Mi2C:g<\d-E@2�3\wHAL0W2
<?5-365c8SI�D �g<\A@DG365kDGE@E�d-2CE�DF5!Q?367FQ?2CToDG5�<?5-<?7F8��CDF5-}�A@0-2vp�0-367G2vDF5cAL2C>�T-36I�<?DG5eAL>L<V��:v3\w�E�36I�2
5-2BAqpr36>@s�[��K36E�A��Z����E
<\A�7G2g<\E�A�>@2BnSdWDG>@2�A@0=<\A
<?7G7?���P<?T-T->�2CE�E@2CE�MN2�<?5-3?5!8SIJD �B2CTlE@3�AL0=<\A�IJ36E�A
AL>L<\:C2CEl<gQ\<?DG7G<?M-7F2H365`AL0-2�pr2CMe0=<gQ62�<?7G7£����<?T-T->�2CE@E�2CE�>@2C7G<\AL2BT`DG5Wwx36>�Ia<VALDG3?5P7G36EZAg_(I�<?s!DG5-}
AL0-2BI d-E�2C7F2CE@EUwx3?>�E�A@d-TW8SDG5W}aAL0-2�AL36Oi367G3?}6DG:C<?7(O->@3?ON2B>�ALDF2CE&3?w�AL0-2�AL>L<V��:�AL0=<\A�>@2BnSdWDG>@2�AL0=<\A
<?7G7 �=3mp�E~36>�O-<?:;s?2jALEfMN2�>�36dWA@2CTPp�DFA@0�]���� >�36dWA@DG5-}aAL<?M-7F2CE�A@3	s!5-3mp p�0-2B>@2�AL0W24E@36dW>@:C2BE
<?5-TaTW2CE�A@DG5=<VALDG3?5-Er3\w.AL0-2�AL>@<\�J:U<?>�2&7F3#:C<\AL2BT	<?5WT�AL3�T-2BA@2C>�I�DF5-2�A@0-2U<\:BALd-<?7�O=<\AL0�MN2jAqp^2B2C5
AL0-2BI�p�0-2C5KAL0-2~A@>L<\�J:~:C>�36E@E�2CTKAL0-2f�q5cAL2B>@5-2jAg[
�fD9Q62C5�A@0=<\A�AL0W2&<\DGIª3?wNA@0-DGE�:;0-<?OWAL2B>�DGE£AL3fEZALd-TW84Ia<?:B>@36E�:C36OWDG:�O->�36Oi2C>�A@DG2BE�3\wNDF5cAL2C>�T-36I�<?DG5
AL>L<V��:�AL0W2&T-2B:CDFE@DG3?5�p^<?E^I�<?T-21AL3�d-E@2�<l}?>L<?5!d-7G<?>@D9Aq8�3?w(365W2&0-3?d->�wx3?>�A@0-2&A@DGIJ2CE�:g<?7F2?[�/10-2
>@2g<\E@365�wx36>�AL0-DFE�:;0-36DF:C2�DGE�I�<?DG5-798HOW>L<?:jALDG:C<?7 _?DG5�AL0=<VA�wx3?>�<fA@>L<?:B2�3\w.365-2�IJ365cAL0JT-d->@<\ALDF365J<
�=5-2C>�}6>@<?5!d-7�<\>@DFAq8Jpr36d-7GT�O->�3mQ62fAL3�MN2~:Bd-I4Mi2C>�E@36IJ2?[��q5K<?T-T-D9ALDF365._ � 0-<?OWAL2B>f�l0-<?E�E@0-3mp�5
AL0=<\Aa<\A�ALDGIJ2CE�:g<?7F2CEJE@I�<?7G7F2C>4A@0=<?5z365W2�0-36dW>C_����&t¢<?5-TzE�2C7Fw���E@DFI�DF7�<?>�DFAq8�p�DG7G71I�<?s\2XAL0W2
TW8S5=<?IJDG:CE�3?w£A@0-2�A@>L<\�J:lT-DF�J:Bd-7FA�AL3�d-5-T-2B>@E�AL<?5-T.[�/10-DFE&:;0-3?DG:C2�3?w�365W2H0-36dW>&DFE�A@0-2C>�2Bwx36>�2
AL0-2�E�Ia<?7F7G2BE�A�A@DGIJ2CE�:g<?7F2�<\A~p�0-DF:;0`pr2�:g<?5`2�hWOi2C:jA�<�>�2C7G<\ALD9Q62C798�E�I�3S3?A@0�MN2B0=<gQ#DF36>U3?w�AL0W2



�?�

AL>L<V��:r365HA@0-2^�U�!�q7F2BQ62B7SA@36Oi367G36}\8l<?7G365W}�p�D9AL0�<�>@2g<\E@365=<\M-7G2�ALDGIJ2�}6>L<?5!d-7G<?>@D9Aq8~3?w=A@0-2^EZALd-TW8
wx36>1O->L<\:BALDF:g<?7bO-d->@Oi36E�2CEC[

� 
�� 
�� �����������  S+ �	�b�

/10-2aO->�DGI�<?>�8PT=<\A;<KE@2jA4d-E�2CTyDGE�<XIJ365cAL0e7G365W}KA@>L<?:B2a3?w�<\7G7�AL0-2J36dWA@MN3?d-5-TkA@>L<\�J:�wx>�36I
AL0-2 �&5-D9Q62B>@E@D9Aq8K3?w��(36dWQ\<?DF5XMi2BAqpr2C2B5k�X<?>@:;0

19th ¤?¡6¡?��¡ � ¡6¡�<?5-T��&O->@DF7 18th ¤?¡?¡6�a¤\� � �\�
� ��/~[
t�d->�DG5-}KAL0-DFEfON2B>@DG3ST._ � [ ��/�]r8!AL2BEH3?w^AL>L<V��:�pr2C>@2a36M-E@2B>�Q?2CT�p�DFA@0k<\5�<gQ62B>L<?}62�M-DFA
>L<\A@2�3?w
¤6�S[F�f�KM-O-EC[�/10-2 ��5-DFQ?2C>�E@DFAq8�, E�:C3?5-5-2C:jALD9Q#D9Aq8aDFE�<40-2C<gQ#DF7F8J7G36<?T-2CT�wxd-7G7�T-d-OW7G2jh�w <?EZA
��A@0-2C>�5-2BA�7FDG5-sJAL3�AL0-2fE�2C>�QSDF:C2fO->@3mQSDGTW2C>�]���������/ � �U�X¤\�W�6� ��[
�q5SMi36d-5WT`<?5-T�36dWA@MN3?d-5-T �=3mp�EUpr2C>@24AL<?O-Oi2CT`<?5WT�E@5-D9Yb2BT�d-E@DF5-}vE@2BO=<?>L<VAL2Hw <?EZAf�£AL0-2B>@5-2jA
�&� � E�DF5P<aE�DG5-}?7G2f0-36EZAg[�/10-2H0-3?E�AUdWE@2CTPA@3a:C<?OWALdW>@2�A@0-2�A@>L<\�J:lp�<?E�< ���v¤#[ � � � �lp�DFA@0
¤6�?�l��]o3?w ���~��>@d-5W5-DG5-}l§=>@2B2g]1�#t �-[*�#[£/�p^3fw <?EZA^�£A@0-2C>�5-2BA^�&� � E�p^2B>@2�d-E@2BT�AL3f}c<VAL0-2B>
AL>L<V��:`DF5Wwx36>@I�<\A@DG365�p�0-DG7F2�<oA@0-DG>�Tzp�<\EXd-E�2CT AL3oO-7�<\:C2PAL0W2�0W36E�AK365 AL0W2 ��5-DFQ?2C>�E@DFAq8�, E
DG5cAL2B>@5=<?7
5-2BAqpr36>�si[�/�3�}c<\A@0-2C>UA@0-24AL>@<\�J:JEZA;<\A@DGEZALDG:BEC_bpr2�>@2B7GDG2BT�365�
��������� � �?� � _�< �=3mp��
7G2BQ?2C7�:B367G7F2C:BA@DG365�E@3?w¦Aqp^<?>@2�A@0=<\Af:g<\OWALd->�2CElO=<?:;s\2BALE�<?>�>@DFQSDF5-}�<\Al<��&� � <?5-T`2CI4dW7�<\A@2CEUAL0W2
MN2B0=<gQ#DF36>�3?w���� ���� ���XMc8K2jh#ON3?>�ALDF5-} �-3Rp���7G2jQ62C7�E�AL<\ALDFE�A@DG:CEB[&��<Vh#DGI4dWI �=3mp¥7GDFwx2jALDFI�2~<\5-T
ALDGIJ2C3?dWA1Oi2C>@DF3#Tvpr2C>�2�wx36>�:C2CT�AL3JMi2��?¡JE�2C:C3?5-T-EC[��&3JO=<?:;s?2jALE�p^2B>@2l>@2COi36>ZAL2CT�<?E�T->@3?O-ON2BT
M!8�
����������TWd->@DF5-}�A@0-2�365W2�IJ365cAL0	Oi2C>�DG3ST.[��&5	2g]����yE@2BE@E@DF365	p^<?E�2CEZA;<?MW7GDGE�0-2CT�MN2jAqp^2B2C5
AL0-2�E@5-D9�J5-}HI�<?:;0-DF5-2�<?5-T�A@0-2&]������&��/ >@36dWA@2C>�E@2B>�QSDG5W}�AL0W2�d-5-D9Q62B>@E@D9Aq8�d-E@DF5-}fAL0-2��b2CM->@<
>@36dWA@DG5-}�T-<?2CIJ365 � ¤�� [
/10-2XI�<R��36>�DFAq8y3\w�AL0W2Xd-5WDFQ62B>@E�DFAq8�, E�d-E@2B>�M-<?E@2X:C365-E�DGEZALEJ3?w~<?Mi36dWAa¤6�S_ ¡6¡?¡�EZALd-T-2B5cALE	<\5-T
�?¡6¡6¡~<?TWT-DFA@DG365=<\7#EZA;<\YvdWE@DG5W}UAL0-21DF5!A@2C>�5=<?7-d-5WDFQ62B>@E�DFAq8�5-2jAqp^3?>@s43?w
�m¡f�XMWO-E�<?5-T��m¡6¡f�XMWO-E
��A@0-2C>�5-2BA�7FDG5-s!EC[�/10-2�d-5-DFQ?2C>�E@DFAq8�<?7GE�3lOW>@3mQSDGT-2BE���t~�W�P<\5-T�:C<?M-7F21I�3ST-2CI <?:C:B2CE�E�A@3�E�36I�2
E�ALdWT-2C5cALE^<?5-T�E�A;<VY�[£/10W2&d-5WDFQ62B>@E�DFAq8�, Er�q5cAL2C>�5-2BAr:C3?5-5-2C:jALD9Q#D9Aq8�DGE�O->�3RQSDFT-2CT�M!8�A@0-2&]^2C7F}6D�<?5
>@2CE�2g<?>�:;0�5-2BAqpr36>�si_�]^�����&��/ �x�~�-¤?�#�6�6_ 
�� ��� �"!! �#�#�%$&��� � 
�� � $'��� �fp�0-DF:;0�DGE�:B365-5-2B:BA@2CT
AL3eAqpr3eA@DG2B>Z�;�KO->�3RQSDFT-2C>�E	<?5-T�AL0-2���d->@36Oi2g<\5u>@2BE@2C<?>@:;0 5-2jAqp^3?>@s �l���U��/~_rDF5u<\T-T-DFA@DG365
AL3�I�3?>@2�A@0=<?5��m¡6¡4Oi2C2C>�E�<\A�E@2jQ62C>@<?7�5=<\A@DG365=<\7bDG5cA@2C>@:B365-5-2B:BA@DG365�Oi36DG5cALE�� ]��&�)(H_=�~�P�c�q�)(4_
<?5-Te�W§��'�*(��j[b/10-2�DG5cAL2B>@5=<\7£5-2BAqpr36>�sP3?wr]���������/ :B365-E@DFE�A@El3\w^<\7G7£]r2C7G}?D�<?5PdW5-DFQ?2C>@E�DFA@DG2CE
<?5-TK>@2CE�2g<?>�:;0PDG5WE�ALD9ALdWA@DG365WEC_=7GDF5-s?2BTXMc8K<�¤#[ � �~M-O-E�E�AL<?>&:B365W�=}?d->L<\A@DG365KMi2BAqpr2C2C5�DFALE�I�<?DG5
>@36dWA@2C>�E
DF5H]^>�d-E@E�2C7FE£<?5-T�2g<?:;0Hd-5-DFQ?2C>�E@DFAq8?[�/�3�36dW>
s!5-3mp�7G2BT-}62\_6]���������/yT-DFTH5-3?A�Oi2C>Zwx36>@I
<?5c8�sSDF5-TJ3?wNA@>L<\�J:�2C5-}?DG5-2B2C>@DF5-}f365JDFALE�:B36I�IJ2C>�:CDG<?7WO->�3mQ#DFT-2C>�ErMWdWA^>�2C7FDG2CT�365�AL0W2�E�0-36>ZAL2CEZA
�~�UO=<\A@0fA@3mp�<?>�T-E�2g<?:;0lT-2BE�ALDF5=<\A@DG365.[��&7G76<\:g<?T-2BI�DF:�AL>@<\�J:�p�<?E�E�2C5cA
<?5-Tf>@2B:C2CD9Q62BTlA@0->@36dW}60
AL0-2 �l�����&/ 5-2jAqp^36>�s�[�� 7GDFI�D9A�3?w(�c���XMWO-E^p^<?E^2B5Wwx36>@:B2CT	Mc8�]���������/ wx36>�:C36IJIJ3#T-D9Aq8
AL>L<V��:�3\wlA@0-2�d-5-D9Q62B>@E@D9Aq8 DG5zA@0-2�DG5W:C36IJDG5-}kT-DG>�2C:BA@DG365 3?5-7F8?_&<\5-T|5-3yAL>L<V��:�7FDGIJDFAL<\ALDF365
p�<?EX<?O-OW7GDG2BTzwx36>vAL>@<\�J:e<\I�365W}oA@0-2�]���������/ E@D9AL2BEX5-3?>	wx36>vAL>L<V��:`2�hW:;0-<?5-}62BT�p�DFA@0
d-5-DFQ?2C>�E@DFA@DG2BE1DG5K��d->@36Oi2f36>12C7FE@2jp�0-2C>�2lA@0->@36dW}60KA@0-2 �l�����&/�5W2BAqpr36>@s�[

� 
�� 
)+ ������,.-/�  S+��0�N�

/10-2 ��D9A@ALE�M-d->�}60z�Sd-ON2B>@:B36I�OWdWALDF5-} � 2B5cAL2C> � ��� � ��DGEJ<`>@2B}6DG365-<?71<?}6}?>@2C}6<\ALDF365yON3?DG5cAJ3?w
O->@2BE@2C5W:C2J7G3S:g<\A@2CT�DG5Ppr2CEZAL2B>@5 ��2C5-5WE�8S7FQ\<?5-DG<W_ �U�#��[ ��� � OW>@3mQSDGT-2BEl:B36IJI�3ST-DFAq8X<?5WTe�q5#�
AL2C>�5-2BA;¤~<?:C:B2CE@E�A@3~7G3S:g<?7Sd-5-D9Q62C>�E@D9ALDG2BE�<?5-T�36>�}c<?5-D �g<\A@DG365-E�DG5W:C7GdWT-DG5-} � <?>@5-2B}6DG21�X2C7F7G365 ��5-D9�
Q62C>�E@D9Aq86_=/10-2 �&5WDFQ62B>@E�DFAq8v3?w ��DFA�ALE@MWd->@}60b_ �
2B5-5-E�8S79Q?<\5-D�<J�SAL<\AL2 �&5WDFQ62B>@E�DFAq86_#¨k2BE�A*1UDF>@}6DF5-D�<



�\¡

�&5-D9Q62C>�E@D9Aq86_-/10-2 � D9Aq8	3?w ��DFA�ALE@MWd->@}60b_�<?5-Tv3?A@0-2C>�EC[ � d->@>�2C5cAL798 ��� � 0-<?E�<4Ia<RhWDFI4d-I :g<V�
O=<?:CD9Aq8�3?w(�?�c���KM-O-E^3\w.:C3?I�IJ3#TWDFAq8�<\:C:C2BE@E�AL0-36dW}60a��//~/ <\A��g�c���XMWO-E�<?5WT 1�2C>�DG3fp�DFA@0
¤6�?¡��XM-O-E�Q#DG<�<\5 ' � �R¤#[£�1TWT-DFA@DG365=<\7G7F8 ��� � 0=<\E�<~wxd-7G7�' � � � 3?w.�q5cAL2B>@5-2jA�¤�:B365-5-2B:BA@DFQSDFAq8
AL0->�36d-}60vAL0W2l�&M-DG7F2C5-2~5W2BAqpr36>@s�[
/10-2 �r� � AL>@<?:C2�d-E�2CT�DG54AL0WDGE�E�A@d-TW8�DFE�:C36IJON3?E@2CT�3?wb<?7F7#AL0W2�3?dWALMi36d-5-TJ:C3?I�IJ3#TWDFAq8fAL>@<\�J:
wx>@36I � � ���`�~� � � �&O->@DF7&¤?¡6¡6��AL3 ��� �!�`�U� �m�`��O->�DG7�¤?¡?¡6�W[ t�dW>@DG5W}�A@0-DGEJON2B>@DF3#T �6[*�
/�]r8!AL2CE�3?w�AL>@<\�J:fpr2C>�2�3?M-E@2B>�Q62BTXwx36>�<\5�<gQ62B>L<?}?2l>@<\AL2f3?w�<?Mi36dWAf�m�\�J�XM-O-EB[
/10-2�A@>L<?:B2�p^<?E�A;<?s\2C5	Mc8�DF5-E@2B>�ALDF5-}�<?5�3?OWALDF:g<?7=E�O-7GD9A@AL2B>�365�AL0-2�DG5cAL2B>@DF36>��fDF}c<?M-D9A��£AL0-2B>@5-2jA
:C36IJI�3ST-D9Aq8fDG5cAL2B>�w <?:B213?wi<��?d-5-DGOi2C>��X�c¡W[
/10-2136OWA@DG:g<\7WE@OW7GDFA
p�<\E£AL0-2B5�<VA@A;<\:;0-2CT�AL3f< �����@�
� ¡6¡~T-d=<?7�O->�3#:B2CE�E@36>�E�8SE�A@2CI p�DFA@0X� �l] ���~��>@d-5-5WDG5-}�§=>@2C2C]1�Wt��W[ �~p�DFA@0	¤l�S8SE@s\365-5-2B:BA
� � �c� �fDF}c<?M-D9A^�£A@0-2C>�5-2BA�:C<?>@T-E13?5v<��?�6M-D9A�� � ��M-d-EB[�/10-2 �=3mp T=<\A;<Hp^<?E�:C<?OWA@d->@2BTKdWE@DG5W}
� 36>L<?7 ��2B2Bw=, E �9�m� ��� � ��� ��� ���vp�D9AL0�<?7F7 �=3mp�E�Mi2CDG5W}�2jh#O-DG>�2CTKDG5��6¡4E�2C:B365-TKDG5cAL2B>�Q\<?7GEB[���<?:;0
AL>L<\:C2aDF5cAL2C>ZQ\<?7r:C<?OWA@d->@2BTyI�36>�2�A@0=<?5�365W2	I�DF7G7FDG365�O=<\:;s?2BA@E�<?5-T�3?5-2	0!d-5-T->�2CTyAL0W36d-EL<\5-T
�=3mp�EC[ ��<\:;s?2BA	7G36E�E�T-dW>@DG5W}�A@0-2X:C<?OWA@d->@2BE	<gQ62B>L<?}62BTzd-5-TW2C>�A@2C5�AL0-36dWEL<?5-T{O=<?:;s\2BALEaON2B>
DG5cAL2B>�Q\<?7.36>17F2CE�E�A@0=<?5K365-2~Oi2C>�:C2C5cAC[
]����|T=<\AL<�p^<?E~:C367F7G2B:BAL2BTPMc8P2BE�A;<\M-7GDFE@0-DF5-}	<	E�2CE@E�DG365�p�D9AL0�A@0-247G3S:g<\7
>�36dWAL2HE@2C>ZQ62B>ldWE@DG5W}
AL0-2 �b2BM->L< � ¤ �b]�����>�36dWA@DG5-}�T=<?2CIJ365.[���wxd-7G7iT-d-IJO	3?w(A@0-2�AL<?M-7G2�p�<\E^A;<?s\2C5�365P� ����O->�DG7
¤?¡6¡6�4<\5-T�<?7G7i]����od-ONT-<\AL2BE1E�AL3?>@2CT	wx3?>^7�<VAL2C>rDG5cAL2B}6>L<VALDG3?5.[�/10-DFE�IJ2BAL0W3#T	E�0-36d-7FTvO->@3mQSDGTW2
0-DG}60W7F8J<?:B:Cd->@<\AL2~]����yDG5#wx36>@I�<\ALDF365�wx36>�<\5!8a<?>�M-DFA@>L<?>Z8�ALDGIJ2�T-d->@DF5-}HA@0-2U:g<\OWALd->�2UE@2BE@E�DG365.[
/10-2	d-E�2C>�:C3?I�I4dW5-DFAq8`:B365-E@DFE�A@E�3?w�<?Mi36dWA	�g¡6¡W_ ¡6¡6¡XEZALd-TW2C5cALEJ<?5-T�<?5o<?T-T-D9ALDF365=<?7�¤6�S_ ¡6¡?¡
AL0-36dWEL<?5-T�w <?:Bd-7FAq8�<?5-T`EZA;<\YkI�2BI4MN2B>@EB[l¨|0-DF7G2H<?7G7�d-5-D9Q62C>�E@D9Aq8PIJ2CI4Mi2C>�E~T-3v0=<gQ62J<?:B:C2CE�E
AL3�AL0W2�:B365-5-2B:BA@DFQSDFAq8uO->@3mQSDGT-2BT Mc8 ��� � _1E�36IJ2�I�2BI4MN2B>	d-5-D9Q62B>@E@D9ALDF2CEv0=<gQ62�O-d->�:;0=<?E�2CT
DG5-T-2BON2B5-T-2B5!A�:B365-5-2B:BALD9QSDFAq8	wx36>�A@0-2f>@2BE@DGTW2C5-:B2�0=<\7G7GEB[

� 
�� 
'� ,�,��! ��R)&+-, �N�(�#�S%�� �

��<gQSDG5-}4>�2C7FDG2CT�365 �=3mp���7G2BQ?2C7N:C367F7G2C:jALDF365JA@3#3?7GEC_!D9Arp^<?E�5-2B:C2BE@EL<\>�8	A@34>@36d#AL2&A@0-2 �-3Rp�E1dWE@DG5W}
AL0-2�]����¥T=<\A;<PE�3�AL0=<\A�A@0-2vT-2BE�ALDF5=<\A@DG365���� , E�p^2B>@2�:C36>�>@2B:BAL798�<VA@AL>�DGM-d#AL2CT�A@3PAL0-2�]����
MN2BE�A���Ia<VAL:;0-DF5-}kO->�2B�WhN[ /
3y<\:C:C3?I�O-7FDGE�0{AL0WDGEC_�pr2P>�2g<?TuA@0-2XA@>L<\�J: �=3mp EZA;<\A@DGEZALDG:BEa<\5-T
Ia<?DF5cA;<?DF5-2CTfAL0-2�]����`>@3?dWALDF5-}�DF5Wwx36>@I�<\A@DG365lE�8S5-:;0->�365-D �C2CT�p�D9AL0HA@0-2�E�AL<?>�A@DG5-}&ALDGIJ2CEZA;<?IJO-E
3?w�A@0-2��-3Rp�EB[1/10-2l}63c<?7(DFE�A@3aT-2jAL2B>@IJDG5-2l<\A�2g<\:;0 �=3mp DFw�AL0W2�EZA;<?>ZALDG5W}JA@DGIJ2CE�AL<?IJOK3\w�AL0W2
5-2jhSA��=3mp DGE�<Vw¦AL2C>�A@0-2�5-2jhSA^]����ed-ONT-<\AL2\[£��wNA@0-2�5-2jhSAr]����kd-OiT=<\AL2�0=<\O-ON2B5-E�MN2jwx36>@21AL0W2
:C36IJI�2B5-:C2BI�2B5cAf3?w�AL0=<\A �-3Rp p^2J<?OWO-7F8KAL0-DFE~d-OiT=<\AL2�<\5-T`DFAL2B>L<\A@2�d-5cALDF7£<�]���� d-OiT=<\A@2
DGEl2C5-:B36d-5cAL2B>@2CToAL0-<\A40=<\EH3S:C:CdW>@>@2BTo<\w¦AL2B>�A@0-2aEZA;<?>ZA�3?w�A@0-2	5-2�h#A �=3mpf[ 'U5-:C2aA@0-2	]����
DG5Wwx36>�Ia<VALDG3?5vDGE�d-OiT=<\AL2BT._�p^2l�=5-T�A@0-2�Mi2CEZAUI�<\AL:;0WDG5-}JO->@2j�WhXDG5�AL0-2�]����z>@36d#ALDG5W}JAL<?M-7G2
<?5-Tv<?TWT	AL0-DFE^DG5#wx36>@I�<\ALDF365�AL34A@0-2 �=3mp T=<\AL<HDG5a<?T-T-D9ALDG3?5�AL3�AL0-2U:B36>@>�2CE�ON365WT-DG5-}��U��O=<\A@0
DG5Wwx36>�Ia<VALDG3?5.[
]^2C:C<?d-E@2KAL0-2�]����>@36dWA@DG5-}`DF5Wwx36>@I�<\A@DG365y365W7F8oT-2C<?7GE�p�DFA@0u36d#ALMi36d-5-T�AL>L<V��:\_^pr2�d-E�2CT
AL0-2�Mi2CE�AZ�qI�<\AL:;0WDG5-}�O->�2B�Whe<?5WTe�U��O=<\A@0eDF5Wwx36>�Ia<\A@DG365X365-798Pwx36>~36dWA@MN3?d-5-T`AL>L<V��:\[at&d-2
AL3�>�36dWALDF5-}kOi367FDG:B8o�U�uO=<\A@0-E	<?>�2P3?w¦A@2C5 <?EZ8SI�IJ2BA@>@DG:C<?7�DG5uA@0=<\A�AL0-2PO-<\AL0uwx3?7G7G3mpr2CT{M!8
DG5-:B36I�DF5-}v��� O=<?:;s\2BA@EH5-2B2CTk5W3?AlMN2�AL0-2JEL<\I�2J<?E~AL0W2��U��O=<\A@0�wx3?>fA@0-DGEf����TW2CE�A@DG5=<VALDG3?5
�9�R�\�#_ � ¡�� [



�S�

# 4 6 ����>?K��:j�j � ��	u�@�� �C������ 
���� �f�C� 8��~�@��

��5c8�E�A@d-TW8�3?wiAL0W2�AL36Oi367G3?}6DG:C<?7#EZA;<?MWDG7GD9Aq8H3\wN�q5cA@2C>@5W2BA�AL>L<V��:�T-2BON2B5-T-E�365�AL0-2�O->�2CIJDGE�2�AL0=<\A
AL0-2�]���� <?TWQ62B>�A@DGE@2BTeDF5cAL2C>�T-36I�<?DG5XAL36Oi367G3?}?8KDFALE�2C79w�MN2�EZA;<?M-7F2?[�/10-2C>�2Bwx36>�24p^2��=>�E�Af5-2B2CT
AL3k2�h#O-7G36>�2KA@0-2�EZA;<?MWDG7GD9Aq8�3?w�AL0-2X�~��O-<\AL0-E�3?wUA@0-2�]���� >@3?dWAL2BEC[|/
3eT-3eA@0-DGE�pr2P>@2B7F8
2jh#:C7Fd-E@D9Q62C798	365vA@0-2~AL>L<\:C2CE�<?5WTX]�����T=<\A;<�:B367G7F2C:BA@2CT	wx>�36I � � ��[=/10W2lIJ365cAL0v7F365-}4A@>L<?:B2
O->@3mQSDGT-2BE�A@0-2�5-2C:B2CE@E@<?>�8�T-2BOWAL0�3?w.DF5Wwx36>@I�<\A@DG365Hp�0WDG:;0�A@0-2 �r� � AL>@<?:C2�3?w�¤V��0-3?d->@E�E@DFI�O-798
:g<?5-5W3?Ag[
§�DG}6dW>@2f�W[ ¤4:C36IJO=<?>�2CE1AL0-2l5!d-I4Mi2C>�3?w
T=<g8SE�<?5c8�T-DFE�A@DG5-:jA��~�vO=<\AL0�p^<?E&TWd->@DF5-}JA@0-2 � � �
AL>L<\:C2Xwx3?>	<?7F7&�U�{O=<\A@0-Ev<?5-T O-<\AL0-E�p�0-2C>�2�<\A	7F2g<?EZA	365W2PMc8SA@2P3?wfT=<VA;<ep^<?EvE@2B2C5 3mQ62B>
AL0=<\A�IJ365cAL0.[Xt�d->�DG5-}�A@0-DGElOi2C>@DF3#T{�m¡6�W_ � �?��T-DFE�ALDF5-:BA��~�kO-<\AL0-Elp^2B>@2	E�2C2B5yDG5eA@0-2	]����
<?TWQ62B>�A@DGE@2BI�2B5cALE�M-dWAJ365-798y�W�?_F�R�S�v:g<?>�>@DG2BT�<?5c8�AL>@<\�J:�<\AJ<?7G7 [�t�dW2�A@3�]���� TW8S5=<?IJDG:CE
I�36>�24AL0=<\5`�Ww¦Aq8�ON2B>@:B2C5cAH3\wrA@0-2�T-DGEZALDG5W:BAf�~��O=<\A@0-E~p^2B>@2JO->@2BE@2B5!A�DG5�A@0-2J]���� >@36dWA@DG5-}
A;<?M-7F2^wx36>�7F2CE@E�A@0=<?5�5-DG5W2�IJDG5!dWA@2CEB[�'U5JA@0-213?A@0-2C>�0=<?5WT._!I�36>�2^AL0-<?5��c¤~Oi2C>�:C2B5!A�3?wiAL0W2��U�
O=<\AL0WE�3RQ?2C>�p�0-DG:;0�A@>L<\�J:1p�<\E�E�2C5cA�p^2B>@21wx36d-5WT�DF54AL0-2�]����e>�36dWALDF5-}UA;<\M-7G2^wx3?>��6�UON2B>@:B2C5cA
3?w~AL0-2XT-d->@<\ALDF365z3?w~A@0-2�IJ365cAL0.[�/10-2CE�2�E�A;<\M-7G2X�~�uO=<\A@0-Ea0-<mQSDF5-}kAL>@<\�J:P>@2BO->@2BE@2B5!A@2CT
E@7GDF}60cAL798HIJ36>@2�A@0=<?5K�m�~ON2B>@:B2C5cA^3\w.<?7F7-�~��O=<\A@0-E�E@2B2C5a3mQ?2C>�AL0-2�IJ365cAL0.[£/10W2CE@2�>@2BE@d-79ALE�<?>�2
E@DGIJDG7G<?>�AL3	A@0-2 �©�m�6���£E�A@d-TW8Xp�0-DG:;0�E�0-3mp^2BT�A@0=<\AUIJ36EZAf]����|dWONT=<VAL242jQ62C5cA@El3S:C:Bd->�wx36>U<
E@I�<?7G7-wx>@<?:BA@DG365J3?wbA@0-2�OW>@2B�#hW2BEC[ �©�R�?¡ �NE�A@d-T-DF2CT�A@0-2�7FDFwx2jALDGIJ2�3?wbAL>@DFO-7G2BE

<
O->@2j�WhN_ E�36d->@:B2U�~�i_

T-2CEZALDG5-<\ALDF365��U�
>
<?7FE@3l:C365#�=>@IJE^36dW>r36MWE@2C>ZQ\<\ALDF365-E�M!8JT-2BI�3?5-E�A@>L<\A@DG5-}fAL0=<VArA@0-2�I�<R��36>�DFAq8

3?wNA@0-2CE�21AL>@DFO-7G2BE�0=<gQ62&<~E@DG5W}67G2��U��O-<\AL0�O->�2CE@2B5cA^DF5�A@0-2�>@36d#ALDG5W}UA;<?M-7F2CE�3mQ62B>r7F365-}~Oi2C>�DG3ST-EC[
�9� � ¤��(<\7GE@3HE@0-3mpr2CT�AL0=<\A^AL0-2UOW>@DGI�<?>Z8��U�aO=<\A@0	wx36>�<�tU���	� >@3S3?A�E�2C>ZQ62C>17G<?E�A@2CT	wx36>^7G365-}
ALDGIJ2UOi2C>�DG3ST-EC[

0

5000

10000

15000

20000

25000

30000

35000

40000

45000

50000

0.01 0.1 1 10

# 
di

st
in

ct
 A

S
 p

at
hs

 h
av

in
g 

lif
et

im
e 

>
 x

AS paths lifetime [days]

AS path stability over 1 month

All AS paths
AS paths with traffic

§�DG}?d->@2f�W[ ¤ � �SAL<?M-DF7GDFAq8J3?w
�~�vO=<\A@0-EC[



�?¤

§�DG}6dW>@2��W[ ¤lO->�3RQSDFT-2CE^<?5a3mQ62B>�QSDG2jp 3?w.AL0W2�E�AL<?M-DF7GDFAq8H3?w.A@0-2��U��O=<\A@0-E^M-d#Arp�D9AL0-36d#A^>�2CE@Oi2C:jA
AL3�A@0-2�A@>L<\�J:&A@0-2B8�E@2B2?[�¨e2U<?>�2�IJ36>@2�DG5cAL2B>@2BE�AL2BTvDG5Jp�0-2BA@0-2C>^A@0-2U�U��O=<\A@0-E^p�0-DF:;0	:g<?>�>�8
AL0-2�I�<R��36>@D9Aq8�3\w^AL0W2�A@>L<\�J:J<?>�2JEZA;<?MW7G2�36>f5-3?AC[J§�DG}6dW>@2��W[ �v:C36IJO=<?>�2CE~AL0-2�7F365-}62jQ#D9Aq8PDF5
O->@2BE@2C5W:C2�3?wNA@0-2��~�4O=<\A@0-E�<?5-T�AL0W2CDG>�<\E@E@3S:CDG<\AL2BT�AL>L<V��:13mQ?2C>�ALDGIJ2?[�¨e2�TW2B�=5-2 �qO->@2BE@2C5W:C2��
<?ErA@0-2U5!d-I4Mi2C>�3\w�E@2C:B365-T-E1TWd->@DF5-}�p�0-DF:;0�<?5	�U�aO=<\AL0�p�<?Erwx36d-5-T�<?IJ365-}lAL0-2U]����yMi2CEZA
>@36dWA@2CE�3mQ?2C>�AL0W2U365-2UIJ365cAL0a3?w(AL0-2&AL>L<\:C2?[�/10W2~:Cd->ZQ62~7�<\MN2B7G2CT �'�U�aO=<\AL0WE ��365v§�DF}6d->@2��W[ �
}6DFQ?2CE�A@0-2JON2B>@:C2B5cA;<?}62a3?w�AL0W2JA@3?A;<?7�A@DGIJ2J�U�eO=<\A@0-Efp^2B>@2	O->�2CE�2C5cA�DG5�AL0-2�]���� >@36dWA@DG5-}
A;<?M-7F2?[�/10-2�:Bd->�Q?217�<?Mi2C7F2CT �qAL>@<\�J:��rE@0W3Rp�E£A@0-2^Oi2C>�:C2B5!AL<?}62�3\w=AL>L<V��:�wx36>��U��O=<\A@0-E£O->�2CE�2C5cA
wx36>(I�3?>@2�AL0=<\5�E�36I�2�Oi2C>�:C2C5cAL<?}62�3?w#A@0-2�365-2�I�3?5!A@0lA@>L<?:B2�ON2B>@DG3ST.[�/10-2�7�<\A�AL2B>(:Cd->ZQ62^E�0-3mp�E
AL0=<\AHI�3?>@2�A@0=<?5y�6�XON2B>@:B2C5cA�3?w�A@0-2aAL3\A;<?7�AL>@<\�J:ap�<\E4:g<?>�>@DF2CT�Mc8e�~�kO=<\A@0-EHA@0=<\AHpr2C>�2
O->@2BE@2C5cA�DF5eA@0-2v]���� >@36d#ALDG5W}XA;<\M-7G2JI�3?>@2�AL0=<?5��6��Oi2C>@:B2C5cA�3?w^AL0-2JALDGIJ2?[K�q5�:B365cAL>L<\E�Ag_
365-7F8H�!¤UON2B>@:B2C5cA^3\wbAL0W2��U��O-<\AL0-E�0=<gQSDG5W}fA@>L<\�J:1pr2C>@2�O->�2CE@2B5cA^wx36>�IJ36>@2�A@0=<?5��6�~ON2B>@:B2C5cA
3?w
A@0-2fALDGIJ2UDF5�A@0-2�]����{>@36dWA@DG5-}�AL<?M-7G2\[�'~dW>1>@2CE�d-7FA@E�<\>@2fE@DFI�DF7�<?>�AL3�AL0-3?E@2l3?w �©�m�6� �(AL0=<\A
E@0-3mpr2CT�A@0=<\A�<�wx2Bp Oi36O-d-7G<?>^pr2CMPE�DFA@2CE1wx36>1��//~/�AL>@<\�J:f0=<?TKE�A;<\M-7G2l]����u>@3?dWAL2BEC[ '~dW>
>@2CE�d-7FA@E�0-3mpr2BQ?2C>�<?>�2^IJ36>@2�O->@2B:CDFE@2�<\5-T4T-2jA;<?DF7G2CTlAL0=<\5 �9�g�6� �#E@DF5-:C2�p^2�:B365-E�DGT-2B>£<?7F7cO->@2j�Wh#2CE
DG5�AL0-21A@>L<\�J:?_!5-3\A^<fE@dWM-E@2jA^3?wNAL0-2BIX[
/10-2�O->@2j�Wh#2CErwx3?>£AL0-2�7�<?>�}62CEZA�wx>L<?:jALDF365�3?wbA@0-21AL>@<\�J:
3?w�36d->rE�ALdWMK�U�a0=<gQ62~<4E�DG5-}?7G2��~�aO=<\A@0	AL0=<VA�7�<\E�ALE�wx36>�IJ36>@2�AL0-<?5��6�HOi2C>�:C2C5cA�3?w(A@0-2U365W2
I�365cA@0KOi2C>�DG3STv3?w
36d->1AL>@<?:C2\[

 0

 20

 40

 60

 80

 100

 0  5  10  15  20  25  30
 0

 20

 40

 60

 80

 100

%
 o

f A
S

 p
at

h 
ha

vi
ng

 tr
af

fic

T
ra

ffi
c 

pe
rc

en
ta

ge

AS path lifetime [days]

AS path stability for traffic over 1 month

traffic
AS paths

§�DF}6d->�2f�W[ � � �SA;<?MWDG7GD9Aq8J3?w��U��O-<\AL0-E1p�D9AL0vAL>@<\�J:?[

]���� 0-2B5-:C2�TW3#2BEU5-3?A�E@DG}?5-DF�=:C<?5cAL798XDF5cAL2C>Zwx2C>�2�p�DFA@0�AL0W2HAL>@<\�J:4TW8S5=<?IJDG:BEC[U/10-2HDG5cAL2B>@T-3\�
Ia<?DF5aAL3?ON367F36}?8Jd-E�2CT�AL3�:g<?>�>�8a36dWALMi36d-5WT�A@>L<\�J:~:C<?5vAL0!d-E�MN2~:B365-E�DGT-2B>@2CTX<?E1EZA;<?M-7F2~2BQ?2C5
3RQ?2C>�<�7G365-}4A@DGIJ2UOi2C>@DF3#TK<?E13?5-2fI�365cA@0.[



�\�

# 4�� 7e�98��;:j� ���=<��>: 
v� �. �
�=? � ��B��� ��	z�B�������
v��� �l�B�  � �BA <

]^2Bwx36>�2	7G3S36s!DG5W}�<\AHAL0-2	T#8#5-<?I�DF:CE�3?w1AL0-2	A@>L<\�J:	3?5kAL0-2a�~�!��7G2BQ?2C7�AL36Oi367G3?}?86_£D9AHDFE4}63S3#T
AL3KM-d-DG7FT�<?5edW5-T-2C>�E�AL<?5-T-DF5-}X3\w�0-3mp T-3S2CEfAL0W2�A@>L<\�J:J}62BA@El<?}6}6>�2C}c<\A@2CT�365`AL0-2J�~�!��7G2jQ62C7
AL36Oi367G3?}?86[�/10-2fT-2j�=5-D9ALDG3?5K3\w�<?5 �'2BT-}62 �fE@2B>�Q62BE&A@0-DGE�O=<?>ZALDF:Cd-7G<?>�O-d->�ON3?E@2?[��q5�AL>L<V��:l2C5W}6D9�
5-2C2B>@DG5W}-_�<�O->�DGI�<?>�8a:C365W:C2C>�5�DFE�A@0-2lE@D �B2�3\w�AL0W2�DF5!A@2C>�T-36I�<?DG5	A@36ON3?7G36}?8�wx36>1AL0-2lI�<R��36>@D9Aq8
3?w1AL0-2�AL>L<V��:\[�/10-2	n!d-2BE�ALDF365�pr2vON36E�2	DG5eAL0-DFEHE@2B:BA@DG365yDFE�AL0W2awx367G7F3mp�DG5-} � 0-3mp�7G<?>@}?2aDGE
AL0-2fAL0-2��~�!��7G2jQ62C7�}6>@<?O-0Kp�0-DG:;0X>@2COW>@2CE�2C5cALEf<\5P<?>�M-DFA@>L<?>Z8vON2B>@:B2C5cA;<?}?2H3?w
AL0-2lAL3?AL<?7.AL>@<\�J:
2jh#:;0=<?5-}?2CTXp�D9AL0�>@2BI�3\AL2~�~�S2CE��
§�DG>�E�Ag_^7G2BA�d-E�7G3S36so<\A�0-3mp I4d-:;0zAL>@<\�J:XA@>L<gQ62B>@E@2BEv<?5z�U�{O=<\A@0z3mQ62B>aAL0-2X365-2XI�365cA@0
wx36> � � ��<?5-TyAL0-2�EZALd-T-DF2CToT=<g8�wx36> �r� � [�§�DG}6dW>@2v�W[ �`O->@2BE@2B5!A@EJA@0-2�:Cd-IHd-7�<\A@DFQ?2aAL>@<\�J:
ON2B>@:C2B5cA;<?}62~:C<?>@>�DG2BTvM!8	<?5vDG5W:C>@2C<?E@DF5-}45!d-I4Mi2C>13\w
�U�aO=<\A@0-E13mQ62C>�A@0-2Up�0-367F2U3?w(A@0-2 � � �
<?5-T �r� � AL>L<\:C2CEB[1§�DF}6d->@2f�#[ �JE@0-3mp�E�A@0=<\A�AL0W24¤?¡�7�<\>@}62BE�A��~�vO=<\A@0-E&:C<?>@>Z8�E@7FDG}60cAL798	IJ36>@2
AL0=<?5��\¡	ON2B>@:C2B5cAf3?w�AL0-2HA@3?A;<\7
AL>@<\�J:4wx36> � � �u<?5WT��c¡	ON2B>@:B2C5cA~wx36> ��� � [.�1TWT-DFA@DG365=<\7G7F8?_
p^2�E�2C2�AL0=<VAUwx36>�A@0-2

90th Oi2C>@:B2C5cALDF7G2�3?w�A@0-2 � � �yAL>@<\�J:�>@2Cn!d-DF>@2BEf<?MN3?dWAl¤?¡6¡	�U�PO=<\AL0WE
p�0-DG7F2���� � 5-2B2CT-E�IJ36>@2�A@0=<?5��c¡6¡U�U��O=<VAL0-EB[£/10-2�:Cd-IHd-7�<\A@DFQ?21T-DGEZAL>@DFM-dWA@DG36543\wNA@0-2�AL>@<\�J:
wx36>r�U��O=<\A@0-E^E�0-3mp�5v0-2C>�2UDGE�E@DFI�DF7�<?>£A@3�A@0-2�>�2CE@dW7FALEr3?w �©� �\�W_i�m�+� �Nwx3?>rDF5!A@2C>�T-36I�<?DG5�AL>@<\�J:
E@36d->�:C2BE�<?5WTKTW2CE�A@DG5=<VALDG3?5-E�� O->�2B�Wh#2BEU<?5-T��U�#2CE �j[

0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

1 10 100 1000 10000

P
er

ce
nt

ag
e 

of
 to

ta
l t

ra
ffi

c

Number of AS paths

Cumulative Traffic seen by AS paths

UCL
PSC

§�DG}?d->@2f�W[ � � � d-IHd-7�<\A@DFQ?2UAL>L<V��:f:C<?OWALdW>@2CTKMc8v�~�vO=<\A@0-EC[

�&3mp¥7G2jA&dWE�T-2jAL2C>�I�DF5-2l0-3mp¥Ia<?5c8 �q2CT-}62BE �l:C<?>@>Z8KA@0-2H}?>@2g<VAL2CEZA�Oi36>ZALDG3?5X3?w�AL0-2l36M-E�2C>�Q?2CT
AL>L<V��:\[�§=36>rA@0-DGEB_#pr2~E�A;<\>�A�wx>�36I AL0-2U:B36IJO-7G2jAL2U�U�!�q7F2BQ62B7NA@36ON3?7G36}?8�wx3?>�<?7F7N�U�aO=<\AL0WE�AL0=<\A
:g<?>�>@DG2BT�AL>L<V��:\_�<\5-Te>�2CIJ3mQ62J<?7G7�2CT-}62BElA@0=<\Afw <?7F7£MN2B7G3mp <?EfE@Oi2C:CD9�=2CT�AL>@<\�J:JOi2C>�:C2B5!AL<?}62\[
§�DG}6dW>@2r�W[ ��OW>@3mQSDGT-2BE�AL0-2^O-E@2Bd-T-3\��:C3ST-2^AL3~:B36IJO-dWAL2�AL0-2^5SdWI4MN2B>£3?wi2CTW}62CE�p�D9AL04IJ36>�2rAL0-<?5
x
ON2B>@:C2B5cA�3?w�A@0-2�A@3?A;<?7�A@>L<\�J:?[K�q5kA@0-2aO-E�2Cd-TW3\�q:B3#T-2a3?w�§�DF}6d->@2J�W[ �#_�p^2a�->@E�A4<\A@A@>@DFM-dWAL2

AL0-2	A@>L<\�J:vAL3�AL0W2�<?O-O->�36O->@DG<\AL2a2CT-}62BEJwx3?>42g<?:;0��~�yO=<\A@0 � 7GDF5-2CE�¤PA@3o�R¤ ��DF5oA@0-2����	���



�V�

�����������	��
���������������������������������� �!��"�
#���������"��$�%���&�'�%�(�)+*-,
. ���������-��
	��������/���0����*��"��1���$"�+��������2
3 (����"&���������/���54�6�*879��������/���
: ���;%� � ���$"�+������������<��������"�=$-�� �!���������$"�+%��+
"����$
> � ← �
? 1�$@��2��BAC�EDBAF*87G�"��&�
"����$"&�2�����!���$�H���I�IJ,
K ���;%� � ;%��;
�����$���������/���<�������$��-�=������������ �!��
L M� �!��ONP*87G�"�QNR�5S�S8NT*O7G���QNF�54��CS�S�4�6U*87T������������
��V �54�4
��� W��������� +1�$@��2��
��#�W����;���� ������������$
��.����;�����������������=���� �!��"�UX�YZ�=�/�5����"���=��!;�=����������������������/���
�C3	��������� �&��� �!��"��&���������/��� ← �������&"�=���5����"���[AGM� �!��"I
� : ���E\���������]�=���<$"��1E������Y	�� �!��"�E�����2�������������������!�!��������^�_�������$��;��������/���
��>����	`=�@�=������2"��a��+�� �!���������������
��>�2������"&��� �!��"� ← ���5a��[Ab��������� �&��� �!��"��&���������/����I
��L+1�$@��2��cA�Ab��������� �&��� �!��"�[NG2������"&��� �!��"��S�d"�CV�V���(����"&5��������/����I0D+^�I+,
#�V ���;(�$����E�� �!��E$"�"�+2������<��$"����^�_	������������/���]ef
�����"�	�=�
#�� 2������"&��� �!��"��g
#�#�W����;���� ;1�$@��2��
#�.�����2������"&��� �!��"�U��������������� �!��"�������"�=��!����	2������5��^	_�����������������<�����2������

§�DG}6dW>@2K�W[ � � ��E@2Bd-T-3\��:C3ST-2XA@3k>�2CIJ3RQ?2X2BT-}62BE	E@2B2CDG5W}k7G2BE@E�AL0=<\5
x
Oi2C>@:B2C5cA	3\w�AL0W2XAL3\A;<?7

AL>L<V��:~Q?367Gd-IJ2?[

<?>@>@<m8?[K¨e2�A@0-2C5yE�36>�A�AL0-2JAL>@<?5-E@D9AH2BT-}62BE4Mc8kMc8!AL2	:B36d-5cA4DF5�<?E�:C2B5-T-DG5W}P36>@TW2C> �x7GDF5-2X�C� �j[
/10-DGE�>@2BE@d-79A^DFE�EZAL36>�2CT�DG5�AL0-2�<?>@>@<m8 � ��� � � � � � �	���ih �	� � � �#�kj �J<?5-T��-5=<?7G798Hpr2�2�hW:B7Gd-TW2&AL0W2
2CT-}62BE�0=<gQSDG5-}�7F2CE@E�AL>L<V��:�AL0=<?5�A@0-2

x
ON2B>@:B2C5cA�AL0->�2CE@0W367GT.[`/10-2v>�2CE�d-7FA@DG5-}�Q\<?7Fd-2aDFEHAL0W2

5SdWI4MN2B>~3?w�AL>@<?5-E�DFA~2BT-}62CE~p�D9AL0�IJ36>@2lAL0=<?5
x
ON2B>@:B2C5cAf3?w�AL0-24A@>L<\�J:�<?5WT�DGE~<?E�E@DF}65-2CT�A@3

� � ��� � � �	���ihS[
§�DG}6dW>@2f�W[ �J}?DFQ62BE�A@0-2l>@2CE�d-7FA@E&3\w�AL0W2H<?Mi3mQ62l:C3ST-2fwx36>�MN3?A@0KA@0-2 � � �y<?5-T ��� � T=<\AL<?E@2jALEB[
/10-2�:Bd->�Q?2CEU3\w�§�DF}6d->@2l�W[ ��E@0-3mp AL0W2�5!d-I4Mi2C>&3?w£2BT-}62BEU<?5-TK�~��O=<\A@0-E�>�2CI�<?DG5-DF5-}�DG5�AL0W2
�~�!��7G2BQ?2C7�AL36Oi367F36}?86_!<Vw¦AL2C>rDGIJON3?E@DG5W}fA@0-2�:B365-EZAL>L<\DG5cA�365JAL0-2�<?IJ36d-5cA^3\w(AL>L<V��:�AL0W2B8�:g<?>�>�86[
�{AL3\A;<?7S3?wi¤6¤S_ �c�?¤�2CTW}62CE�<?5WT��W�6_9�R�#�r�~�HO=<\A@0-E
pr2C>�21E@2B2C54wx36> � � �K<?5-T	�R�S_ �6�#�^2CTW}62CE�<\5-T
� �#_ ¤?�6�	�~��O=<\A@0-E~wx36>���� � [(/10-2J2BYN2C:BAl3?w^DG5-:B>@2C<?E@DF5-}vAL0-2�AL>@<\�J:�ON2B>@:C2B5cA;<?}62�A@0->@2BE@0-367FT
>@2CTWd-:C2BE�A@0-2v5!d-I4Mi2C>�3?w�2BT-}62CE�<\5-To�~�kO=<\A@0-E�DG5�p�0-<\A�E@2B2CIJE4AL3Pwx367F7G3mp <P7G365W}\��AL<?DG7F2CT
T-DGEZAL>@DFM-dWA@DG365._b5=<?IJ2C7F8P<KTWDGE�A@>@DFM-dWALDF365�p�0-3?E@2�A;<?DF7£T-3S2CEl5-3?A~w <?7F7£7GDFs?2�<?5�2jh#Oi365-2C5cA@D�<?7£wx36>
7�<?>�}62�Q?<\7Gd-2BE�3?w^AL0-2JAL0->�2CE@0W367GT.[ 'U5-798�wx36>~AL0-2�7�<?>�}62CEZA��-w¦Aq8�36>lE@3X2CT-}?2CE�<?5WTk�~��O=<\AL0WE
DG5XA@2C>�I�E�3?w£A@0-2H:C<?>@>�DG2CTXAL>L<V��:�T-3�pr24E�2C2�<JT-DGE�:C365cALDF5!d-36d-E&MN2B0=<gQ#DF36>�3?w�AL0-2�:Cd->ZQ62BEC_bwx36>
AL0->�2CE@0W367GT�Q\<?7Fd-2CE&7�<?>�}62C>�AL0=<\5�<?Mi36dWAU0-<?7Fw�<�ON2B>@:C2B5cAf3?w£AL0W2HAL3?AL<?7�AL>L<V��:\[~§=36>�7F2CE�E&AL0-<?5
�-w¦Aq8�AL>@<?5-E�DFA�2CTW}62CE�<?5-T��~�oO=<\AL0WEC_rA@0-2�0-36>�D �C3?5!AL<?7�T-DFE�AL<?5-:C2�Mi2BAqpr2C2B5uAL0-2�Aqpr3e:Bd->�Q?2CE
DG5-:B>@2g<\E@2CEB[	��5eDG5-:B>@2C<?E@2JDG5�AL0W2�0-3?>@D �B365cA;<?7�TWDGE�AL<?5-:B2�Mi2BAqpr2C2B5kAL0-2J:CdW>�Q62BE43?w^2CT-}62BEH<\5-T
�~�vO=<\AL0WE&IJ2g<?5WE�A@0=<\A�wx36>1AL0=<VA&O-<?>�A@DG:CdW7�<?>�5!d-IHMN2B>&3?w�>@2BIa<?DF5-DG5W}�2CT-}62BEU<?5WTX�U�KO=<\A@0-EC_
365-2v3?w�Aqp^3`AL>@<\�J:�<?}6}6>�2C}c<VAL2CE�>�2Cn!d-DF>@2CEJ<�7�<\>@}62B>HAL0->�2CE�0-367GTyA@0=<?5yAL0-2�3?A@0-2C>B[y]^2B:g<?d-E�2
2CT-}62BE4<?}?}6>@2B}c<\AL2�A@0-2JA@>L<\�J:Jwx>@36I Oi3?A@2C5cALDG<?7G798PE@2jQ62B>L<?7r�~��O-<\AL0-EB_
A@0-2 �q2CT-}?2CE �J:Bd->�Q?2	DGE
<?7Fp^<g8#E�365�AL0-2�>@DF}60cA�3?wbA@0-2��'�~��O=<\A@0-E ��:Bd->�Q?2�365�§�DF}6d->@2��#[ �W[
¨k2�s!5-3mpzwx>@36I§�DG}6dW>@2��W[ �
AL0=<\ArAL0-2BE@2��Ww¦Aq8a7G<?>@}62BE�Ar�~��O-<\AL0-E�<?>@2&DG5-T-2B2CT	:C<?>@>Z8SDG5-}HA@0-2�I�<R��36>�DFAq8�3?wbAL0-2�A@>L<\�J:\_#�-w¦Aq8
ON2B>@:C2B5cA&wx36> ��� � <?5-TKE@D©h#Aq8c��E@D9h	ON2B>@:B2C5cA&wx3?> � � ��[



�?�

1

10

100

1000

0.001 0.01 0.1 1 10

Q
ua

nt
ity

Traffic percentage

Remaining interdomain topology for UCL

Edges
AS paths

1

10

100

1000

0.001 0.01 0.1 1 10

Q
ua

nt
ity

Traffic percentage

Remaining interdomain topology for PSC

Edges
AS paths

§�DG}6dW>@2��W[ � � ��YN2C:jAU3?w�A@>@DF}6}62C>1wx36>&O->@dW5-DG5-}JAL0-2HDG5cAL2B>@T-36I�<?DF5KA@36ON3?7G36}?8 � � � � �xAL3?O ��<\5-T
�r� � � Mi3?A�AL36I �j[



�\�

��3S36s!DG5W}�:C7G3?E@2C798�<VA�AL0-2vA;<\DG7^3\w&A@0-2�:Cd->ZQ62CEJ3?w�§�DG}?d->@2v�#[ ��E�0-3mp�Ea<�I�<?>@s\2CT�T-DFYN2C>�2C5-:B2
MN2jAqp^2B2C5 � � ��<\5-T ��� � DF5JA@0=<\A�AL0-2�0-36>�D �B365cA;<?7=T-DFE�AL<?5-:C2�Mi2BAqpr2C2C5	A@0-2 � � ��, Er�~��O=<\AL0WE
<?5-TK2CT-}62BE�:Bd->�Q?2CEUT-3S2CE�5-3?A�}6>�3mp¥<?E�>L<?OWDGT-798v36>�<?E�I4d-:;0�<\E ��� � , EC[1/10W2H>@2C<?E@3?5�7GDF2CE1DF5
AL0-2fp�<g8�AL>@<\�J:H<\}6}6>@2B}c<\A@DG365�3S:C:CdW>@E�wx36>�A@0-2CE�2H7G<?>@}62BE�A�2CTW}62CE�wx36>1AL0-2BE@2�Aqpr3aEZALd-MWEC[ � � �
0=<?E~<aE�DG}65WDF�=:C<?5cAUOi2C>@:B2C5cA;<\}62�3?w�DFA@E&AL>@<\�J:Hp�DFA@0PT-DF>@2C:jA~Oi2C2C>�EU3?w�DFA@E�O->�3mQ#DFT-2C>B_bp�0-DF7G2�<?7G7
AL0-2 ��� � A@>L<\�J:�0=<?El<?7F7£DFA@EUAL>@<\�J:4AL0=<\Al:B>@36E�E@2CEfALDF2C>'�;��O->�3RQSDFT-2C>�EC[J� E@DG}?5-DF�=:C<?5cA~AL>@<\�J:
<?}6}6>�2C}c<\A@DG365e3#:B:Cd->�E4wx36>HA@0-2awx2Bp�7�<\>@}62BE�A�2BT-}62CE�3\w ��� � [£§�DG}6dW>@2	�#[ ��O->�3mQ62CE�A@0-DGE4Oi36DF5!A
M!8uO->@3mQSDGTWDG5-}�A@0-2�:Cd-IHd-7�<\A@DFQ?2�AL>@<\�J:�ON2B>@:C2B5cA;<?}62`:C<?>@>�DG2CT Mc8 2BT-}62BE�<\A�2g<?:;0|�U� 0W36O
T-DGEZA;<?5-:B2?[r�#3�p^2~AL<?s?2�<?7G7N2CT-}?2CE&<\A�E@36IJ2f�~�v0-36OKT-DGEZA;<?5W:C2l<?5-T�:C3?d-5cA�0-3mp�Ia<?5c8vMc8!AL2BE
0=<gQ62�MN2B2C5a:C<?>@>�DG2BTJMc8�A@0-2CE�2&2BT-}62CEB[£¨k21A@0-2C5�E@36>ZA�A@0-2�2CT-}?2CEr<\A�AL0-DFE��~��0-36OJT-DGEZA;<?5-:B2�M!8
T-2C:B>@2g<\E@DG5W}XMc8!AL2J:C36dW5!A�<?5WTeO-7F3?AUA@0-2�:Cd-I4dW7�<\A@DFQ62�Oi2C>�:C2B5!AL<?}62J3?w�AL>L<V��:�:C<?>@>�DG2CT`Mc8�AL0W2
7�<?>�}62CEZA

n
2BT-}62CEr<\A�AL0WDGE��~��0-36OJT-DGEZA;<?5-:B2�wx>�36I A@0-2�7G3S:g<?7=�U�N[c/10-2�:Cd->ZQ62CErwx36>�<?5a�U��0W36O

T-DGEZA;<?5-:B2~3?w
365-2f365K§�DG}?d->@2~�#[ �4DG7F7Gd-EZAL>@<\AL2�AL0-2fI�<?DG5vT-D9Yb2B>@2B5-:C2fMi2BAqpr2C2C5 � � ��<\5-T �r� � [
/10-2f7�<?>�}62CEZA�T-DG>�2C:BA�Oi2C2B>�3?w � � ��, E�O->@3mQSDGTW2C>1E@2B2CE�365-798v<�7GD9A@AL7F2�IJ36>@2UA@0=<?5�wx36>�Aq8aON2B>@:B2C5cA
3?wNA@0-21AL3?AL<?7WA@>L<\�J:?_6p�0WDG7G2�A@0-2�7�<?>�}62CEZA�ON2B2C>�3?w ��� � E�2C2CEr<~7GD9A@AL7F2^7F2CE@E�A@0=<?5�2CDF}60cAq8�ON2B>@:B2C5cA
3?w£AL0W2�AL3\A;<?7(AL>@<\�J:?[ � � ��, EUO->@3mQSDGTW2C>�0=<?EUI�<?5c8�T-DG>�2C:jAUOi2C2C>�E&p�D9AL0Xp�0W36I D9A�2jh#:;0=<?5-}?2CE
AL>L<V��:�<\A�7F3#:C<?7�DG5cAL2B>@:B365-5-2B:BALDF365	Oi36DG5cA@EC[�/10-2 ��� � A@>L<?:B2U365aA@0-2U3?A@0-2C>r0=<?5-TvE�0-3mp�E�AL0=<\A
AL0-2�Aqpr3�7G<?>@}?2CE�A£T-DG>�2C:BA�Oi2C2B>@E�E@2B2�<?7G7SAL0-21AL>@<\�J:?_cE�DGIJO-7F8�MN2B:g<?dWE@21AL0-2 ��� � AL>L<\:C21:C3?5!AL<?DG5WE
365-7F8a:C36IJIJ3#T-D9Aq8�AL>L<V��:~A@0=<\A�DGE�E�2C5cA�AL0->�36d-}60KDFA@E1:C36IJI�2B>@:BD�<?7iO->@3mQSDGTW2C>@EB[
/10-2�:Cd->ZQ62BE�3?wr§�DF}6d->�24�W[*�awx36>~<?5��U��0W36O`T-DGEZA;<?5-:B243?w�Aqp^3K<?5WT`A@0->@2B2�O->@3mQSDGTW2�d-EUp�DFA@0
AL0-2fDG5cA@2C>@2BE�A@DG5-}JDG5Wwx3?>@I�<\ALDF365v<?Mi36dWA�AL>@<\�J:l<?}6}6>�2C}c<\A@DG365v3?5KA@0-2��U�!�q7F2BQ?2C7.AL3?ON367F36}?8?[ 'UM#�
Q#DF36d-E�7F86_1A@>L<\�J:�<?}?}6>@2B}c<\ALDF365z3S:C:Bd->@Ev365zA@0-2�2CTW}62CE	p�D9AL0zAL0W2PT-DG>�2C:jAvON2B2C>�EC[ ��3mp^2jQ62C>B_
AL>L<V��:K<?}?}6>@2B}c<\ALDF365yDGE�T-2BE@DF>L<?M-7F2vw <?>�A@0-2C>�DG5yA@0-2KA@36Oi367G36}\8kMi2C:C<?d-E@2KAL>@<\�J:K2B5-}6DF5-2C2B>@DG5W}
AL2C:;0W5-DGn!d-2BEU<?>�2lTWd-2lA@3�Oi2C>Zwx36>@I��=5-2C>�36Oi2C>@<\ALDF365-E�AL0-<?5�IJ3mQ#DF5-}J<?7G7NAL0-2fAL>@<\�J:fwx>�36I 365W2
ON2B2C>@DF5-}�A@3`<?5-3?A@0-2C>B[e/�>L<\�J:v2B5-}6DG5W2C2C>�DG5-}Xp�DG7G7�0=<gQ62	A@3Pp^3?>@sk3?5�AL>L<V��:�<\}6}6>@2B}c<\A@2CEHA@3
<?7G7F3Rp<?5k�U��AL3X:C365cA@>@367�AL0-2a<?IJ36d-5cAH3\w�AL>@<\�J:�AL0-<\AH:B>@36E�E@2BE4AL0-2�7GDG5WsSE~p�D9AL0�D9ALElT-DG>�2C:BA
ON2B2C>@EB[£/10-DFE�DGE£p�0c8�DFA£DGE�DGIJOi36>�AL<?5cA�AL3~s!5-3mp 0W3Rp�AL>@<\�J:1DGE�E�O-7GD9A@AL2BT�<Uwx2Bp{�~��0-36O-E�<gp^<m8
DG5vAL0-2l�~�c�q7G2jQ62B7�A@36Oi367G36}\86[�§�DG}?d->@2f�W[*�4AL2C7F7GE1d-E�AL0-<\A�DFw�p^2lp^2B>@2fAL3JDG5��=dW2C5-:B2lA@0-2�7G<?>@}?2CE�A
AL2C5�2BT-}62CEB_-AL0-2B5Kpr2~p^3?d-7GT�Mi2f<?M-7G2&AL3�:C365cA@>@367(<\MN36d#A��c�HON2B>@:B2C5cA�3?w
A@0-2UAL3\A;<?7bA@>L<\�J:Uwx36>
� � �z<?5WT�<v7GD9A@AL7F247G2BE@EfAL0=<\5k�6¡vOi2C>�:C2C5cA�wx36>���� � [�/10-DGElDG5Wwx3?>@I�<\ALDF365PDGE~DF5cAL2C>�2CEZALDG5W}Kwx36>
AL>L<V��:�2B5-}6DF5-2C2B>@DG5W}vE@DG5W:C24pr2�pr36d-7FT`MN2�<?MW7G24AL3vDF5��=d-2B5-:C2J<v7�<\>@}62lwx>L<?:jALDG3?5�3?wrA@0-24AL3\A;<?7
AL>L<V��:~Mc8vAqpr2g<?s!DF5-}a<4wx2jp 2CTW}62CEB[���w
p^2f5-2B2CTKAL3�:C365cA@>@367.wx36>1DF5-E�AL<?5-:B2~5-DG5-2jAq8vOi2C>@:B2C5cA&3?w
AL0-2fAL3?AL<?7.AL>@<\�J:lA@3�Oi2C>Zwx36>@I �-5-2j��}6>L<?DF5-2CT�AL>@<\�J:�2B5-}6DF5-2C2B>@DG5W}-_=AL0-2B5Xpr2H5-2B2CTXA@3a>�2C7F8	365
2CT-}62BEU<\A�Aqpr3	�~�X0W36O-E�3?>&IJ36>@2lMi2C:g<\d-E@2lp^36>�s!DG5-}�365PT-DF>@2C:jA�Oi2C2B>@E�p�DG7G7(IJ3mQ62lAL3S3a7�<\>@}62
<?I�3?d-5cALEf3?w^A@>L<\�J:\[	/10-DGEfIJ2g<?5WElA@0=<\Afp^2�pr36d-7GT�AL0-2B5k5-2B2CT�AL3XAqpr2g<\s�DF5�AL0-2J36>@TW2C>l3?w
0SdW5-T->@2BT-E�3?w�2BT-}62CE�TWd-2aAL3XAL0-2	7G<?:;s`3?w1AL>@<\�J:v<?}6}?>@2C}6<\ALDF365eMi2B8?365-ToT-DF>@2C:jA4Oi2C2B>@EC[`§=36>
�r� � _S:B365cAL>�367G7FDG5-}f�6¡lON2B>@:B2C5cA^3\w.AL0-2�AL>@<\�J:&Mc8�Aqpr2g<?s!DF5-}H2BT-}62CE^<\A�Aqp^3H�~��0-36O-Er>@2Cn!d-DF>@2BE
AL3KDG5��=dW2C5-:B2�IJ36>@24A@0=<?5�365-2J0!d-5-T->�2CTk2BT-}62BEC[v§=36> � � ��_(A@0-2C>�2�DFE�<�7G3\Af3?wrA@>L<\�J:�p�DFA@0
T-DG>�2C:BA�ON2B2C>�EUE@3	A@0=<\AU2BT-}62BEUAqp^3v�U�X0-36O-EU<mp^<g8PE�2C24365W7F8KI�3?>@2�A@0=<?5 �\¡aON2B>@:B2C5cAf3?w�AL0W2
AL3?AL<?7£AL>@<\�J:?[ �&<?T � � �z5-3?AlAL0=<VA�IHd-:;0eA@>L<\�J:�p�DFAL0�Oi2C2C>�E4<\AlO-dWM-7GDF:JDF5cAL2C>�:C365W5-2C:jALDG3?5
ON36DF5cALEC_WDFA1pr36d-7GT�E�0-3mp¥<�E@DGIJDG7G<?>�AL36Oi367G3?}6DG:C<?7b<\}6}6>@2B}c<\A@DG365aA@3JA@0-2f365-2~3?w ��� � [



���

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

1 10 100 1000

P
er

ce
nt

ag
e 

of
 to

ta
l t

ra
ffi

c

Number of edges

Cumulative traffic percentage for edges (UCL)

AS hop distance = 1
AS hop distance = 2
AS hop distance = 3

0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

1 10 100 1000

P
er

ce
nt

ag
e 

of
 to

ta
l t

ra
ffi

c

Number of edges

Cumulative traffic percentage for edges (PSC)

AS hop distance = 1
AS hop distance = 2
AS hop distance = 3

§�DF}6d->@2U�W[ � � � d-I4d-7G<\ALD9Q62UAL>@<\�J:f:g<?>�>@DG2BT�M!8	2CT-}62BEC[



� �

# 4�� � @v� ����#����£� �.��9?���:B�� � � 	z�B������ 
v�H� �f�C�  � �BA <

/10-2�O->�2BQSDG3?d-EJAqpr3kE�2C:jALDG3?5-Ea2�h-<\I�DF5-2CToAL0-2XO->@3?ON2B>�ALDF2CE�3?wUA@0-2�AL>L<V��:K365�AL0-2K�~�!��7G2jQ62C7
AL36Oi367G3?}?8l3RQ?2C>�AL0W2�2B5cALDG>�21T-d->@<\ALDF365�3?wiAL0-21IJ2g<?E�d->@2BI�2B5cALEC[��&5-3?A@0-2C>�DFI�Oi36>�AL<?5cA�<?E�ON2B:BA�DGE
AL0-2�E�AL<?M-DF7GDFAq8l3?wiAL0W2�A@>L<\�J:�3mQ62B>rE�Ia<?7F7G2B>
ALDFI�2BE@:C<?7G2BEC[ ��5-T-2B>@E�AL<?5-T-DF5-}�<\A�p�0-DG:;0�ALDFI�2BE@:C<?7G2
AL0-2l�~��O=<\AL0WE�<?>�2fE�A;<\M-7G2fDGE�3?w�DG5cAL2B>@2BE�A�wx36>�DG5cAL2B>@T-36I�<?DF5�A@>L<\�J:l2C5-}?DG5-2B2C>@DF5-}-[�/10-2C>�2Bwx36>�2
DG5aA@0-DGErE@2C:jALDF365	p^2~3?dWAL7FDG5-2�AL0-2�:C365-5W2C:BA@DG365vMi2BAqpr2C2B5vAL0-2U7G<?>@}?2&ALDFI�2BE@:C<?7G2�wx2g<\A@d->@2BE13?w(AL0W2
AL>L<V��:~3?5	AL0-2~�U�!�q7F2BQ62B7.AL36Oi367F36}?8�<?5-TvE�Ia<?7F7G2B>rALDFI�2BE@:C<?7G2BEC[£/10-2l<?5-<?7F8SE@DFE�DG5	A@0-DGE^E@2C:jALDF365
DGE�M=<?E�2CT	E�367G2B7F8�365JAL0-2 � � ��T=<\AL<?E@2jA�<\5-T�pr2U>@2B7F8�3?5�AL0W2 ��� � T=<\AL<?E@2jArwx3?>r:B365W�=>�Ia<\A@DG365
3?w�36d->U>�2CE�d-7FA@EC[l§=d->�A@0-2C>�I�36>�2?_ip^24p�DF7G7�5-3?A~d-E�2�2CT-}?2CE~DG5XAL0-24>�2CEZAf3?w�AL0-DFEU:;0=<?O#AL2C>B[f/10-2
>@2g<\E@365	wx36>rd-E@DF5-}4�U�aO=<\AL0WE�365-798�DFErA@0=<\A^A@0-2C>�2UDGEr5-3�E@dWM-E�AL<?5cALD�<\7NT-D9Yb2B>@2B5-:C2~Mi2BAqpr2C2B5K�U�
O=<\AL0WE&<\5-T�2BT-}62CE&<?E1w <?>�<?E1AL>@<\�J:l<?}6}6>�2C}c<\A@DG365�DFE1:C365-:B2C>�5-2CT �xE@2B2�E�2C:BA@DG365X�W[ � �j[�¨e2lp�DF7G7
AL0-2B>@2Bwx3?>@2fd-E@2~A@0-2fI�36>�2Uw <?IJDG7GDG<?>�5-3?A@DG365�3?w
�~�vO=<\A@0.[

� 
�� 
�� -���,�+# ��m #�.+ � ����,��Z"� #%Z,�� ,��J W,�)
	 -�) �£ #���

¨k24EZA;<?>ZAUp�DFA@0`<?5`<?5=<\7F8SE@DFE�3?w�A@0-2�TW8S5=<?IJDG:BEU3?w�p�0=<\A�p^2�:C<?7G7�AL0-2HA@36O��~��O-<\AL0-EB[f/10-2
�qAL3?Oa�~��O=<\A@0-E ��<?>�2&5-3\AL0-DF5-}HIJ36>@2�AL0-<?5�A@0-2��U��O=<\A@0-E^E�36>�A@2CT	Mc8JT-2C:B>@2C<?E@DF5-}�<?IJ36d-5cAr3?w
AL>L<V��:l3mQ62B>&AL0W2�:B365-E@DFT-2C>�2CTKALDGIJ2fON2B>@DF3#T � 0W36d->C_�T=<g8K36>�IJ365cAL0 ��[1§=36>�DG5-EZA;<?5-:B2?_=AL0W2�AL3?O
�-w¦Aq8	Oi2C>�:C2C5cA��~�	O=<VAL0-E1wx36>�E�36IJ2U0-36d->1DFE^AL0W2lE�Ia<\7G7G2BE�A^E@2BA�3\w��U�vO-<\AL0-E�A@0=<\A�:C<?>@>Z8a�-w¦Aq8
ON2B>@:C2B5cA�3?w�AL0W2fA@3?A;<\7bAL>@<\�J:~T-d->@DF5-}�AL0=<VA�O=<?>�A@DG:Bd-7�<?>^0-36d->B[
§�DG}6dW>@2U�#[ � E�0-3mp�E�AL0-2~0W36d->@798J2BQ63?7GdWA@DG365	3\w(AL0-2~5!d-I4Mi2C>^3?w��~�aO=<VAL0-E1O->�2CE�2C5cA�DG5aA@0-2UAL3?O
x
ON2B>@:C2B5cA��~��O=<VAL0-E^wx3?>�wx36dW>^T-D9Yb2B>@2C5cArQ?<\7Gd-2BE�3?w

x
[�/�34:C>�2g<\A@2�AL0WDGE^}?>L<?O-0�p^2U:B36IJO-dWAL2BT

AL0-2&<?IJ36d-5cA�3?wbA@>L<\�J:�E@2B2C5	Mc8�2g<\:;0a�~��O=<\A@0Jwx36>�2C<?:;0a0-3?d->C_SE@36>ZAL2BT�AL0W2CI Mc8�T-2C:B>@2C<?E@DF5-}
<?I�3?d-5cA13?w�AL0-2UA@3?A;<?7iAL>@<\�J:?_=:C3?I�O-d#AL2CTvA@0-2~:Cd-IHd-7�<\A@DFQ?2�AL>@<\�J:lTWDGE�A@>@DFM-dWALDF365v<?5WT��-5=<?7G798
O-7G3?A�AL2BT�AL0-2v0-3?d->@798k2jQ6367FdWALDF365�3?w�AL0W2v5SdWI4MN2B>�3?w��~��O=<\A@0-E4wx36>HQ\<?>�DG36dWEHQ\<?7Gd-2BE43?w�AL0W2
AL>L<V��:�ON2B>@:B2C5cA;<?}?242BQ?2C>�8�0-36d->B[~��<?:;0�Oi36DG5cA&3?w�AL0-2H:Cd->ZQ62CE~E�0-3mp�EU0-3mpªIa<\5!8K�U��O=<\AL0WE
<?>@2�5-2C:B2CE�EL<?>Z8aAL3H:g<?>�>�8�<�E�ON2B:CDF�-2CTvOi2C>@:B2C5cA;<\}62U3?w.A@0-2&A@3?A;<\7�A@>L<\�J:&T-d->@DF5-}4<l}6DFQ?2C5	0W36d->C[

/10-2�dWE@2a3\w1<X7F36}c<?>�DFA@0-I�DF:HE�:g<?7F2�wx3?>lA@0-2J8c�q<Vh#DGEf>@2BT-d-:C2BEHAL0W2JQSDGE�d=<?7�DGIJOi36>�AL<?5-:C2�3\w^AL0W2
T->L<?I�<\A@DG:	DF5-:C>�2g<?E�2KDF5yAL0-2�5!d-I4Mi2C>J3?w&�~�yO=<\AL0WEJ5W2C2CTW2CT <?E�A@0-2�ON2B>@:C2B5cA;<?}62K3?w�AL>@<\�J:
DG5-:B>@2g<\E@2CEB[ � <?OWA@d->@DF5-}��-w¦Aq8JOi2C>�:C2C5cA^3?w.AL0W2&AL>@<\�J:&2jQ62B>�8�0-36d->�>@2BnSdWDG>@2BE^Mi2BAqpr2C2B5��WQ62U<\5-T
AL2C5`�U��O-<\AL0-EB_.p�0-DG7F245-DF5-2BAq8�ON2B>@:C2B5cA�>�2Cn!d-DF>@2CEf365W2�0SdW5-T->@2BTe�U�PO=<\AL0WEC_�<?5-T`:C<?OWALdW>@DG5W}
<?7G7�A@0-2XA@>L<\�J:�TW2CI�<?5-T-Ea<?EaI�<?5c8�<?E��WQ62�A@0-36d-E@<?5-Tz�U�{O=<\A@0-EC[ /10-2CE�2P5!d-I4Mi2C>�E	<?>�2
E@I�<?7G7F2C>4AL0-<?5{A@0-2�365W2CE�pr2�0-<mQ?2�E�2C2C5 3?5z§�DF}6d->@2K�W[ �ewx3?>�A@0-2�:Bd-I4d-7G<\ALD9Q62�Oi2C>@:B2C5cA;<\}62
:g<?>�>@DG2BT�Mc8kA@0-2v7�<?>�}62CEZA4�U�kO=<\AL0WEC[ 'U5�AL0-2	A@DGIJ2CE@:C<?7G2�3?w�0-36dW>@EC_�7G<?>@}62��~�kO=<VAL0-EHA@0!d-E
E@2C2JO->�36ON3?>�ALDF365=<\A@2C798�<�7�<\>@}62B>Uwx>L<?:jALDG3?5�3?wrA@0-2�AL>L<V��:�A@0=<?5�3RQ?2C>f365-2�IJ365cAL0._(A@0-2�7�<\A�AL2C>
5-2C2BT-DG5-}�Aqpr2C5cAq8��~�vO=<\A@0-E�wx36>��-w¦Aq8	ON2B>@:C2B5cA&3\w
A@0-2UAL>@<\�J:f<?5-TKI�36>�2�AL0-<?5vAqp^3J0!d-5-T->�2CT
�~�PO=<\A@0-E~wx36>~5-DG5W2BAq8POi2C>�:C2B5!A�3?w�AL0-24A@>L<\�J:\[���<\>@}62��U��O-<\AL0-El<?>�24AL0!d-El7�<?>�}62C>U<?E~E@2B2C5
3RQ?2C>�E@I�<?7F7G2C>rALDGIJ2CE�:g<?7F2CE^A@0=<?5K3mQ62C>�7�<\>@}62B>^ALDFI�2BE@:g<\7G2CEB[
/10-2f0-36d->�7F8	2jQ6367FdWALDF365�3?w�AL0-2~5!d-I4Mi2C>�3?w
�~�vO=<\A@0-E1wx36>^A@0-2~AL>L<V��:fOi2C>�:C2C5cAL<?}62fE@2B2CIJE�A@3
wx367G7F3Rpz<4T=<?DF7F8�Oi2C>@DF3#TWDG:CD9Aq8�E@DFI�DF7�<?>£A@3HAL0W2U365-2U3\w(AL0-2�A@3?A;<\7iA@>L<\�J:�2jQ6367FdWALDF365.[£/10W2~7�<?>�}62C>
5SdWI4MN2B>�3?w£�~�XO=<VAL0-E&E@2C2B5�T-d->�DG5-}�AL0-2�M-d-E�DG2CEZA~0-36dW>@E�3\w£AL0-2�T=<g8KDGE�7GDGs\2C798	AL3	Mi2lT-d-2HA@3



�\�

1

10

100

1000

10000

100000

0 5 10 15 20 25 30

N
um

be
r 

of
 A

S
 p

at
hs

Time [days]

Number of hourly AS paths for traffic percentage

100%
99%
90%
50%

§�DG}6dW>@2~�W[ ��� ��36d->@798	2jQ6367FdWALDF365�3?w
A@0-2f5!d-I4Mi2C>�3?w�AL36O��~�vO=<\A@0-EC[

<a7�<?>�}62C>&5!d-I4Mi2C>U3?w���� <?T-TW>@2CE�E@2BEC[��&3?A@240-3mp^2jQ62B>fA@0=<\AUwx3?>&�-w¦Aq8XON2B>@:B2C5cAf3?w�AL0-2H0-36d->�7F8
AL>L<V��:\_cAL0-DFE�T=<?DG798HOi2C>�DG3ST-DG:BDFAq8�DGE�7F2CE@E�2jQ#DFT-2C5cArMN2B:g<?dWE@2�AL0-2�5!d-I4Mi2C>�3?wN�~��O=<\A@0-E�DGE�E@I�<?7G7 [

� 
�� 
)+ ��r #�.+-�S� �i #%',�� ,��	��,�"&+ � � ����$ �,��r #� � �  #,�) 	 -�) �£ #���

¨|0=<\AaA@0-2�<?Mi3mQ62P>�2CE�d-7FA@EaT-3�5W3?AaA@2C7G7�DGE�p�0-2jAL0-2B>	AL0-2P�U�{O=<\A@0-E	E�2C2C5 2C<?:;0 0-36dW>	<?>�2
AL0-2�EL<?IJ2�3?5-2CE�A@0=<\A�<?>@2�E@2B2C5�3mQ62B>�AL0-2lp�0-367F2�IJ365cAL0.[�¨|DFA@0-36dWA�AL0WDGE�DG5Wwx36>�Ia<VALDG3?5._-DFA&DGE
DGIJON36E�E@DFM-7G2UA@3aT-2jAL2C>�I�DF5-2�A@0-24<\:BALd-<?7�E�A;<\M-DG7FDFAq8v3?w�AL0-2lAL>L<V��:�365�A@0-2H�U�!�q7F2BQ62B7�A@36Oi367G36}\86[
¨k2KI4d-EZAaAL0W2C>@2jwx36>@2K:C3?I�O=<\>@2�AL0-2XDG5-T-D9QSDGT-d=<\7��~�{O-<\AL0-EJ3mQ62B>aMi3?AL0�AL0-2XI�365cA@0-7F8o<\5-T
0-36d->�7F8aA@DGIJ2CE�:g<?7F2CE�AL3J<?E�:C2B>�A;<\DG5K<?5c8vT-2B}6>@2B2�3?w
3mQ62B>@7�<\O�A@0-2B8�IJDG}?0!A�0=<gQ62?[
/10-2�3mQ62C>�7�<?O|Mi2BAqpr2C2B5 AL0W2�0-36d->�7F8 <\5-T I�3?5!A@0-7F8{�~�zO=<VAL0|E�AL<\ALDFE�ALDF:CE	:C<?5|MN2�E�2C2B5 DF5
§�DG}6dW>@2��W[ �W[H§�DG}6dW>@2��W[ �	E@0W3Rp�EfAL0W>@2C2�:Bd->�Q?2CEB[J/10W2��->@E�Af3?5-2?_(7G<?MN2B7G2BT ��� A@36O��6¡ '*�U�
O=<\AL0WE�� 3mQ62B>r��IJ365cAL0 � �;_mO->�3RQSDFT-2CE(AL0W2�5SdWI4MN2B>�3?w#A@36Of�~�UO=<\A@0-E(AL0=<VA�:g<?>�>�8U5WDG5-2jAq8~ON2B>@:B2C5cA
3?w^A@0-2�A@>L<\�J:J3RQ?2C>lAL0-2Jp�0-367G2JIJ365cAL0.[v�?�6¡X�U��O=<\A@0-E4<\>@2J>@2Cn!d-DF>@2BTeAL3X:g<?O#ALd->�2a5-DF5-2BAq8
ON2B>@:C2B5cA13?w.A@0-2�AL>@<\�J:�3mQ62B>^AL0W2&p�0-367F2�IJ365cAL0.[�/10-2UE@2B:C365WTv:Cd->ZQ62U3?w�§
DG}6d->�2��#[ �W_S7�<\MN2B7G2CT
��� AL36O	�6¡ '�~�aO-<\AL0-E � 0-3?d->@798 � �;_SO->@3mQSDGTW2CE^A@0-2�0-3?d->@798�2jQ6367FdWALDF365a3\w(AL0-2&5SdWI4MN2B>^3?w��U�
O=<\AL0WEU>@2BO->@2BE@2C5cA@DG5-}v5-DF5-2BAq8XOi2C>@:B2C5cAf3?w£A@0-2HA@>L<\�J:42jQ62C>Z8P0-3?d->C[U/10WDGEU:Bd->�Q?2�DGE&A@0-24E@<?I�2
<?EUAL0-2�:Bd->�Q?2�7�<?Mi2C7F2CT �Z�?¡ '��H365�§�DF}6d->@24�W[ � [H/10-24A@0-DG>�T�:Cd->ZQ62?_�7�<\MN2B7G2CT �'DG5cA@2C>@E�2C:jALDG3?5-�;_
E@0-3mp�E�AL0-2f5!d-I4Mi2C>13?w
�~�vO=<\A@0-E�<?IJ365-}4AL0W2fA@36O�5-DG5W2BAq8vOi2C>�:C2C5cA�0-36dW>@7F8a�~�vO=<\A@0-E1AL0=<\A
<?>@2�<?7FE@3�DF5�AL0-2	A@36Oo5-DG5-2jAq8yOi2C>@:B2C5cAJI�3?5!A@0-7F8e�~��O=<VAL0-EB[�/10-2K<?M-E�2C5-:B2X3?w�E�DG}65-D9�=:g<\5!A
T-DFYN2C>�2C5-:B2�Mi2BAqpr2C2B5aAL0W2�E�2C:B365-T	<\5-TJA@0-2�AL0-DF>@T�:Cd->ZQ62�DG5-TWDG:g<VAL2CE£A@0=<\AC_#<VAr7F2g<?EZA�DG5�AL2B>@IJE�3?w
AL0-2�5!d-I4Mi2C>�3?w.�U�JO=<\A@0-EC_!AL0W2C>@2�DGE�<?5�DGIJON3?>�A;<\5!A£3RQ?2C>�7�<?O�MN2jAqp^2B2C5	DFI�Oi36>�AL<?5cA��~��O=<\AL0WE
DG5vAL0-2fE�0-36>�A�<\5-TKA@0-2f7G365W}4AL2C>�IX[



� ¡

0

50

100

150

200

250

300

350

400

0 5 10 15 20 25 30

N
um

be
r 

of
 A

S
 p

at
hs

Time [days]

Intersection of monthly and hourly top AS paths

# top 90 % AS paths (over 1 month)
# top 90 % AS paths (hourly)

intersection

§�DF}6d->�2f�W[ � � ��Q?367Gd#ALDG3?5K3\w�DF5!A@2C>�E@2C:jALDF365�MN2jAqp^2B2C5P0-3?d->@798v<?5-T�IJ365cAL0-798aA@36O��~�vO=<\AL0WEC[

��5�DGIJON36>ZA;<?5cA�3mQ?2C>@7G<?O�DG5�5SdWI4MN2B>�MN2jAqp^2B2C5uA@0-2KA@36O��~�yO=<\AL0WE�3mQ62B>JA@0-2KI�365cA@0{<\5-T
AL0-2vAL3?O��U�oO-<\AL0-E�3mQ62B>�0-36d->�EJTW3#2BEJ5W3?AJI�2C<?5yAL0=<\A�A@0-2�3mQ62C>�7�<?OoDF5oA@>L<\�J:�:g<\>@>@DF2CToDGE
DGIJON36>ZA;<?5cAC[v/10-2aAL3?O�:Cd->ZQ62	3\w�§�DG}?d->@2��W[9�m¡W_�7G<?Mi2C7G2BT �q0-36d->�7F8`:g<\OWALd->�2a3?w�IJ365cAL0W7F8�AL3?O
�6¡ ' �~�HO=<VAL0-E �;_6E�0-3mp�E£AL0-2�0W36d->@798l2BQ63?7GdWA@DG365�3?w=AL0-2^7�<?>�}62CEZA��U�HO=<\AL0WE�AL0=<VA£:g<\>@>�8�5-DF5-2BAq8
ON2B>@:C2B5cA�3?w-A@0-2rA@3?A;<?7!IJ365cAL0-798~AL>@<\�J:?[�/10WDGE�:Bd->�Q?21E@0-3mp�E�A@0=<\A�DFwWpr2�:B36d-7GT�}6d-2BE@E�p�0=<VA�<?>�2
AL0-2^�6�6¡&IJ36EZA�DFI�Oi36>�AL<?5cA��~��O=<VAL0-E£3mQ?2C>
A@0-2^wx36>ZAL0-:B36IJDG5-}�IJ365cAL0._VAL0-2B54p^2�:B36d-7FTH:C3?5!A@>@367
<?MN3?dWA15-DF5-2BAq8aON2B>@:C2B5cA�3?w
A@0-2U0-3?d->@798aAL>@<\�J:?[�/10-2~IJDGTWT-7G2&:Cd->ZQ62f3?w
§�DG}?d->@2~�#[F�m¡#_W7�<\MN2B7G2CT
�'0-36dW>@7F8�:g<\OWALd->�2~3?w��6¡,' DF5!A@2C>�E@2C:jALDF365-�;_WE@0-3mp�E1AL0-2f0-3?d->@798aOi2C>�:C2C5cAL<?}62f3?w�AL>L<V��:~:C<?>@>�DG2BT
M!8kAL0-2��~��O=<VAL0-E�AL0-<\AJ<?>@2K<?IJ365-}PA@0-2	AL3?O�5WDG5-2jAq8yON2B>@:B2C5cAa�U��O=<\AL0WEJMi3?A@0�IJ365cAL0W7F8
<?5-TK0-36d->�7F86[�/10-DFE�E@2C:B365-TX:Cd->ZQ62lE@0-3mp�E&A@0=<\A1A@0-2lA@36O�I�3?5!A@0-7F8a�~�vO=<\A@0-E&:C<?OWA@d->@2l<�w <?DG>
<?I�3?d-5cA�3?w�AL>@<\�J:1365J<U0-36d->�7F84M-<?E@DFEC[£§
DG5=<?7F7F8?_VA@0-2�MN3?A�AL36Iª:CdW>�Q62�3?wb§�DF}6d->@2^�W[9�m¡W_c7�<\MN2B7G2CT
�'IJ365cAL0-798�:C<?OWA@d->@2f3?w
�6¡ ' DF5cAL2C>�E@2B:BALDF365-�L_WE@0W3Rp�E�AL0W2~ON2B>@:C2B5cA;<?}62f3?w�AL0W2~I�365cA@0-7F8JAL>@<\�J:
:g<?>�>@DG2BTkMc8`AL0-2�0-36d->�7F8`AL3?O��6¡ ' �U�eO=<\A@0-EC[K/10-DFE�Mi3?A@A@36I«:Cd->ZQ62	E�0-3mp�EHAL0-<\A�A@0-2a�U�
O=<\AL0WE^AL0=<VA�<?>@2U<?I�3?5-}�A@0-2U0-36dW>@7F8JAL3?Ov�6¡,' �~�aO=<\A@0-E�:C<?OWALdW>@2~365-798JMN2jAqp^2B2C5��-w¦Aq8	<\5-T
E@2BQ?2C5cAq8�ON2B>@:C2B5cA�3?wNAL0-2�I�3?5!A@0-7F8�AL>@<\�J:?[ �&2B5-:C2�AL0-2�7G<?>@}62BE�A��~��O=<\A@0-Er3?5a<f0-36d->�7F8�M-<?E@DFE
<?>@2~5-3\A�A@0-2fEL<?IJ2f<?E1AL0W2l7G<?>@}?2CE�A��U�	O=<\AL0WE�3?5�<�IJ365cAL0-798	M=<?E�DGEB[
§�DG}6dW>@2r�W[F�g¡&AL2B7G7GE
d-E�A@0=<\A�<?E�E@d-IJDG5W}&AL0-<\A£pr21:C36d-7FT4s!5-3mpop�0-DG:;0��~�HO-<\AL0-E£<?>@2rDGIJON36>ZA;<?5cA
3RQ?2C>£7F365-}�A@DGIJ2rDF5cAL2C>ZQ\<?7GE
DG5�<?T#Q?<\5-:C2\_?p^21:B36d-7FT4DG5-:B7Gd-TW2rAL0W2CI <?5-T�0=<gQ62�<&}63#3ST4:B2C>�AL<?DG5cAq8
AL0=<\A�A@0-DGEJE@2jA	3?w��~��O-<\AL0-EJp�DG7F7�:g<?O#ALd->�2P<�w <\DG>�<?IJ36d-5cAJ3?wUA@0-2KA@>L<\�J:KDG5�AL0-2�wxdWALdW>@2?[
�&3mp^2jQ62B>C_�p^2�:C<?5-5-3?AaIa<\s?2XA@0-DGEa<?E@E�d-IJOWALDF365.[ ��Q?2C5 AL0W36d-}60 �?�6¡k�~��O=<\AL0WE	:g<?O#ALd->�2
5-DG5-2jAq8yOi2C>@:B2C5cAJ3?w�AL0-2vAL>@<\�J:v3mQ62C>�<�365-2vIJ365cAL0oOi2C>@DF3#Tb_�7F2CE�E�A@0=<?5o365-2�0!d-5-TW>@2CT{<?>�2
<?:BA@DFQ62�365�<40-36d->�7F8JM=<?E�DGEB[�/10-2C>�2Bwx36>�2?_-AL3H:g<?OWA@d->@2~5WDG5-2jAq8aOi2C>�:C2C5cA�3?w�A@>L<\�J:�p�D9AL0�<47�<\>@}62
O->@36M-<?M-DG7FDFAq8�3\w�E@d-:B:C2CE�EC_-pr2Up^3?d-7GT	0-<mQ?2UAL3HAL<?s?2�DG5cAL3�<\:C:C3?d-5cA1I�3?>@2�AL0=<?5	A@0->@2B2�ALDFI�2BE^<\E
Ia<?5c8a�~�vO=<\AL0WE&<\E�>�2Cn!d-DF>@2CTb[



� �

40

50

60

70

80

90

100

0 5 10 15 20 25 30

P
er

ce
nt

ag
e 

of
 tr

af
fic

Time [days]

Intersection of monthly and hourly top AS paths

hourly capture of monthly top 90 % AS paths (top)
hourly capture of 90 % intersection (middle)

monthly capture of 90 % intersection (bottom)
§�DG}?d->@2f�W[9�m¡ � ��Q?367Gd#ALDG3?5K3\w
A@>L<\�J:f:g<?O#ALd->�2CTKM!8�DF5cAL2C>�E@2B:BALDF365�3?w�AL36OK�~�	O=<\A@0-EC[

� 
�� 
'� ,P+W�(�#� � �b��,��	�S��,�+S �g W�.+ �  #,�)
	 -�) �� #�&�

/10-2�O->@2jQ#DF36d-E�E@2B:BA@DG365�E@0W3Rpr2CT�AL0=<\A�DFI�Oi36>ZA;<?5cA£0W36d->@7984�U��O=<VAL0-E�0=<gQ62�I4dW:;0�DF5J:B36IJI�365
p�DFAL04A@0-2�I�3?5!A@0-7F8lAL3?OJ�U�4O=<\AL0WEC[£�q5�O->@<?:BA@DG:C2�pr2�T-3f5-3?A�0=<gQ?2�E�d-:;0as!5-3mp�7F2CT-}6213\wNp�0-DF:;0
�~��O=<\A@0-EUp�DG7F7
:C<?>@>Z8P7G<?>@}62H<?IJ36d-5cALE~3?w�A@>L<\�J:4DF5PAL0-24wxdWA@d->@2\[�/10WDGEUE�2C:BA@DG365`EZALd-T-DF2CEUwx36>
0-3mp I4d-:;0�ALDGIJ2�I�3?E�Al�~�`O=<\AL0WEH<?>�2a<\I�365W}KA@0-2�0W36d->@798PAL3?Ok�~�`O=<\A@0-EC[v§=36>~A@0-DGEB_�pr2
:C36IJO-dWA@2Uwx36>�2g<\:;0X0-3?d->�AL0-2UA@36O�5-DG5W2BAq8	Oi2C>�:C2B5!A��U�vO-<\AL0-E�<\5-T�:C36d-5cA�0-3mp Ia<?5c8�ALDGIJ2CE
AL0-2f�~�vO=<\A@0-E�>@2C<?O-Oi2g<?>1DF5�A@0-2~AL36O�5-DF5-2BAq8	ON2B>@:C2B5cA�3mQ62B>�A@0-2f7G2B5-}?AL0�3?w�AL0W2fA@>L<?:B2?[
§�DG}6dW>@2~�W[9�6�f:C3?d-5cALE�AL0-2f5!d-I4Mi2C>13?w�0-36d->�E�3RQ?2C>1AL0W2lIJ365cAL0vA@0=<\A�2g<\:;0��~�vO=<\A@0K<?O-Oi2g<?>�E
DG5`AL0-2�AL36O�5-DF5-2BAq8`Oi2C>�:C2C5cAH�~��O-<\AL0-EB[a¨e2a<?7FE@3K:C36IJO-dWA@2�wx36>f2g<?:;0�3\w^AL0W2CE@2��~�`O=<\AL0WE
AL0-2&<?IJ36d-5cA�3?wbA@>L<\�J:�DFA�:C<?OWALdW>@2CErT-d->�DG5-}fAL0-2�0-36dW>@E�DFA�DGE�<?IJ365-}~A@0-2�A@36OJ5-DG5-2jAq8�ON2B>@:B2C5cA
�~�4O=<\A@0-EC[�/10-2�:Bd->�Q?2&7G<?MN2B7G2BT;�'�~�4O=<VAL0-E�Oi2C>@:B2C5cA;<\}62���}?DFQ62BE�AL0-2�:CdWI4d-7�<VALDFQ?2�Oi2C>@:B2C5cA;<\}62
3?w�AL0-2��~�PO=<VAL0-EUp�0-DF:;0`0=<gQ62J2BQ62B>l<?O-Oi2g<?>�2CT�<?IJ365-}	AL0W24AL36O`5-DF5-2BAq8�ON2B>@:C2B5cA�DF5PAL2B>@IJE
3?w�A@0-2f5SdWI4MN2B>&3\w£0-36dW>@E�DFA1p^<?E�OW>@2CE�2C5cAg_i0-2B5-:C2fAL0-2l5=<?IJ2 �'O->�2CE�2C5-:B2��;[r/10-2l3?AL0-2B>&:Bd->�Q?2
7�<?Mi2C7F2CT �qA@>L<\�J:vOi2C>�:C2C5cAL<?}62��L_r}?DFQ62BE�AL0-2�:C3?>@>@2BE@Oi365-T-DF5-}`:Cd-IHd-7�<\A@DFQ?2vON2B>@:C2B5cA;<?}62�3?w�AL0W2
AL3?AL<?7�A@>L<\�J:�:g<?>�>@DG2BTPMc8XA@0-24O->�2BQSDG3?d-EU�~�KO=<\AL0WEUT-d->�DG5-}v<�}6DFQ?2C5P5!d-I4Mi2C>�3?w�0-36d->�E�3mQ62B>
AL0-21IJ365cAL0.[��zAL3?AL<?7W3?w.¤#�m�?�U�~��O=<\AL0WE£p^2B>@2�E@2C2B5a<\I�365W}UAL0-2�0-36dW>@7F8�AL36O�5-DF5-2BAq8HON2B>@:B2C5cA
�~�vO=<\AL0WEC[r�c¤?��3?w�AL0-2BI p^2B>@2lE@2C2B5�365W7F8	3?5-:C2fp�0-DG7F2r��d-E�A�E�D9hvpr2C>�2�E�2C2C5XT-d->�DG5-}J<?7F7bALDFI�2
ON2B>@DG3ST-EB[�/10-24:Bd->�Q?2�7�<?Mi2C7F2CT �'�~��O-<\AL0-E&ON2B>@:B2C5cA;<?}?2���E�0-3mp�EUAL0=<VAUIJ36E�A��~�XO=<VAL0-E�pr2C>�2
E@2C2B5�wx36>�<JE@I�<?7G7bwx>@<?:BA@DG365�3?w
AL0-2fALDFI�2\[��K36>@2fAL0=<\5��6��Oi2C>@:B2C5cAU3\w�AL0W2CE@2l�~��O=<\A@0-E�pr2C>�2
E@2C2B5�wx36>U7G2BE@EUA@0=<?5�365-24A@0-DG>�T�3?w�AL0W24ALDGIJ24<\5-T`>@2COW>@2CE�2C5cA�<?Mi36dWAUAqpr2C5cAq8�Oi2C>�:C2C5cAl3?w�AL0W2
AL3?AL<?7�A@>L<\�J:4TWd->@DF5-}aAL0W2Hp�0-367F24I�3?5!A@0.[U�1T-TWDFALDF365=<?7F7F8?_��Ww¦Aq8POi2C>@:B2C5cA~3?w�A@0-2HAL3\A;<?7�AL>@<\�J:
<?O-Oi2g<?>�EHwx36>H�U��O=<\AL0WE4E@2B2C5�<?IJ365-}�A@0-2	0-36dW>@7F8�AL3?Oy5-DG5-2jAq8kOi2C>�:C2B5!A�wx3?>�<?Mi36dWA42BDG}60cAq8
ON2B>@:C2B5cA�3?wNAL0-2�ALDFI�2\[�/10-2&E@D9hJ�U�JO=<VAL0-E�AL0=<VA^<\>@2�O->@2BE@2C5cA1TWd->@DF5-}H<\7G7WA@DGIJ2�Oi2C>�DG3ST-E�:g<?>�>�8
<?MN3?dWAf�6�	Oi2C>�:C2C5cAl3?w�AL0W2�A@3?A;<\7
AL>@<\�J:4p�0-DG:;0`DFE~<vE@DG}?5-DF�=:C<?5cAUOi36>�A@DG365b[ ��3Rpr2BQ?2C>B_
IJ36>@2



� ¤

 0

 20

 40

 60

 80

 100

 0  5  10  15  20  25  30
 0

 20

 40

 60

 80

 100
P

er
ce

nt
ag

e 
of

 A
S

 p
at

hs

P
er

ce
nt

ag
e 

of
 th

e 
to

ta
l t

ra
ffi

c

Presence [days]

Presence of AS paths capturing 90 percent of the traffic

AS paths percentage
traffic percentage

§�DG}?d->@2f�W[9�6� � ��>�2CE�2C5-:B2H3?w
0-36d->�7F8�AL36OK5-DG5W2BAq8vOi2C>�:C2C5cA&�~�	O=<\A@0-EC[

AL0=<?5`Aqpr2C5cAq8kOi2C>�:C2B5!A�3?wrAL0-2�AL>@<\�J:�<\O-ON2C<?>@Efwx36>f�~��O=<\A@0-EfAL0=<\A�<?>�2�E�2C2B5kDG5�7G2BE@E~AL0-<?5
365-2&A@0-DG>�T�3\w(AL0-2�ALDGIJ2�ON2B>@DF3#T-E�T-d->�DG5-}lAL0-2&I�3?5!A@0.[£/10-DFEr7F2g<gQ62BE1<?Mi36dWA�¤6�lOi2C>�:C2B5!A�3?w.AL0W2
AL>L<V��:fMi2CDF5-}�:g<?>�>@DF2CT�Mc8��~�vO=<\AL0WE�A@0=<\A�<?>�2fI�3ST-2C>@<\AL2B7F8�M-dWA�5-3?A�2B5cALDG>�2C798	E�AL<?M-7F2?[
/10-2~>@2B7�<\A@DFQ62B7F8J7GDFI�D9AL2BTaO->�2CE@2B5-:C2f3?w�A@0-2UAL36Ov5WDG5-2jAq8	�~�aO-<\AL0-E1IJDG}?0!A^MN2~TWd-2UAL34A@0-2Uw <?:BA
AL0=<\ArIJ36E�Ar3?w.A@0-2CI :g<?>�>�8�AL3S3l7GDGIJDFA@2CTJ<?5a<?I�3?d-5cA^3?w(A@>L<\�J:\[£/10-2UO->�2CE�2C5-:B2~3?w(7�<\>@}62B>��U�
O=<\AL0WEUI�DF}60cA�Mi24Mi2BA�AL2C>&AL0=<?5Pp�0-<\Af§�DF}6d->@2H�W[9�6�4E@0W3Rpr2CTb[H§�DF}6d->�24�W[9�R¤�E�0-3mp�EUAL0-2�E@<?I�2
DG5Wwx36>�Ia<VALDG3?5�<?E�§�DF}6d->�2��W[9�6�&M-dWA^wx3?>�A@0-2&A@36O��-w¦Aq8�Oi2C>@:B2C5cA�A@36Oa�U��O=<\A@0-EC[��6�?¡��~�JO=<\AL0WE
p^2B>@2�E@2C2B5	<?IJ365-}~A@0-2�0-36d->�7F8HA@36O��-w¦Aq8�Oi2C>@:B2C5cA��U��O-<\AL0-EB[ 'U5-21AL0-DF>@T�3?wNAL0-2BE@2��~��O=<\AL0WE
p^2B>@2�O->�2CE@2B5cAfT-d->@DF5-}	365W7F8KAqp^3v0-3?d->UDG5cA@2C>�Q\<?7FE�3mQ62B>UAL0-2H365-24IJ365cAL0�<\I�365W}aAL0-2H0-36d->�7F8
AL36O��-w¦Aq8�Oi2C>@:B2C5cA�AL36OX�~�vO=<\AL0WEC[��#7FDG}60cA@7F8�7G2CE�E�A@0=<?5X�6¡�ON2B>@:C2B5cA�3?w
AL0-2BE@2H�6�6¡��~��O=<\AL0WE
p^2B>@2�O->@2BE@2B5!AJT-dW>@DG5W}`¤\��365-2v0W36d->4DF5!A@2C>ZQ?<\7GE43mQ62B>�AL0-2	IJ365cAL0b[e�&I�365W}PAL0-2BE@2��6�6¡P�U�
O=<\AL0WEC_�AL0-36E�2HAL0-<\AU<\>@2HOW>@2CE�2C5cAUwx36>�7G2BE@E�AL0=<?5�365-2�A@0-DG>�TX3\w�AL0-2�0-36d->�7F8�DG5cA@2C>�Q\<?7FE&:C<?>@>Z8X<
7GDFA�AL7F2U7G2BE@E�AL0=<?5P¤?¡�ON2B>@:C2B5cAU3?w£A@0-2fAL3?AL<?7.AL>@<\�J:?[1�~��O=<\A@0-E�A@0=<\A�<?>@2lO->�2CE@2B5cAUIJ36>@2~AL0-<?5
0=<?7Fw�3?w�AL0W2J0W36d->@798PDF5!A@2C>ZQ?<\7GE~0-2B5-:C2�:g<\>@>�8��6¡vON2B>@:C2B5cAH3?w�AL0W2�A@3?A;<\7�AL>@<\�J:?[�/10-DFElE�0-3mp�E
AL0=<\A�2jQ62B5XAL0W2l7G<?>@}?2CE�A��U��O-<\AL0-E�DF5�A@2C>�I�E13?w
AL0-2f0-3?d->@798aAL>@<\�J:f0=<gQ62�<�0WDG}60vQ\<?>@DG<?M-DF7GDFAq8
DG5�O->@2BE@2B5-:C2\[r/10-DFE�Q?<\>@D�<\M-DG7FDFAq8lDG5JO->@2BE@2B5-:C2&3?wbA@0-2&�U�JO=<VAL0-E�AL0!d-E�:C365W:C2C>�5-E�<\7G7-�U�JO=<\A@0-EC_
DG>@>�2CE�ON2B:BALD9Q62f3?w�AL0-2l<?IJ36d-5cA�3?w�AL>@<\�J:UAL0-2j8�:g<?>�>�8?[
/10-DGE�E�2C:jALDG3?5vE@0-3mpr2CTXA@0=<\Arp�0-DG7F2~<Hwx2Bp �~�	O=<VAL0-E1:C<?5vMN2�:C365-E�DGT-2B>@2BTX<\E1E�A;<\M-7G2U3mQ?2C>�AL0W2
p�0-367G2�IJ365cAL0._!AL0-2B>@2&DGE�<lE@DF}65-DF�-:g<?5cA�wx>L<?:jALDG3?5�3?wbAL0-2�AL3?AL<?7=AL>L<V��:�wx36>�d-5-E�AL<?M-7F2��~�JO=<\AL0WE
<?I�3?5-}4AL0-2f7G<?>@}62BE�A��U��O=<VAL0-E�DG5	A@2C>�I�E�3?w�AL>@<\�J:l3mQ?2C>1AL0-2fE�0-36>�A�A@2C>@IK[



� �

0

20

40

60

80

100

0 5 10 15 20 25 30
0

20

40

60

80

100
P

er
ce

nt
ag

e 
of

 A
S

 p
at

hs

P
er

ce
nt

ag
e 

of
 th

e 
to

ta
l t

ra
ffi

c

Presence [days]

Presence of AS paths capturing 50 percent of the traffic

AS paths percentage
traffic percentage

§�DF}6d->�2~�W[9�R¤ � ��>@2BE@2C5W:C2H3\w�0-3?d->@798aAL3?O��Ww¦Aq8vON2B>@:B2C5cA��U��O-<\AL0-EB[

� 
�� 
�� �H+���� ��� ��)& #"&+W� �;,�+� #,�)
	 -�) �£ W�&�

/
3	A@0-DGEUOi36DF5!A�p^2�0=<gQ62�<\E@E@dWI�2BT`wx3?>@2Cs!5-3mp�7F2CT-}62�3?w�p�0-DF:;0`�~��O=<\A@0-E~:g<\>@>�8XAL0-2�7G<?>@}?2CE�A
ON36>ZALDF365�3?w^A@0-2�AL>@<\�J:?[ ��5-T-2B>lA@0=<\Al<?E�E@d-IJOWALDF365�DFAfDGE~2C<?E�8`A@3KE�0-3mpAL0-<\A�<KE�DG}65-D9�=:g<\5!A
ON2B>@:C2B5cA;<?}62~3\w(AL0-2~0-3?d->@798JA@>L<\�J:UA@>L<gQ62B7GE��U�aO=<\AL0WE�AL0=<\A�<?>@2�O->@36IJDG5W2C5cA1DG5�AL0-2UIJ365cAL0W7F8
AL>L<V��:�EZA;<\A@DGE�A@DG:BEC[ �&3mpr2BQ?2C>C_rp^2K0=<gQ62�E@0W3Rp�5{DG5�§�DF}6d->@2��#[F�6�	A@0=<\A�p�0-DF7G2	E�36I�2�3?w�AL0W2
0-36d->�7F8HA@36O�5-DG5W2BAq8�Oi2C>�:C2C5cAr�~�4O=<\A@0-E�<?>@2�EZA;<?M-7F2�AL0-2�I�<R��36>�DFAq8H<?>@21IJ3#TW2C>L<VAL2C798HA@3l0WDG}60-798
d-5-E�AL<?M-7F2�<?5WTaT-3H<?:C:B36d-5cA^wx36>r<fE@DG}?5-DF�=:C<?5cA^O-<?>�Ar3?wbA@0-2&A@>L<\�J:\[£/10-DGErI�2C<?5-E�AL0=<VA^s!5-3mp�79�
2CT-}62X3?wf�~��O=<\AL0WE�p�DFA@0z<k7G<?>@}?2X<\I�36dW5!Aa3?wUA@>L<\�J:�3mQ?2C>	E�0-36>�A�ALDFI�2BE�E�:g<?7F2CE�p�DF7G7�5-3?A
5-2C:B2CE@E@<?>@DF7F8�}6D9Q62X<?5uDF5-T-DG:C<\ALDF365o3?wUA@0-2��U�!�q7F2BQ62B7�A@36Oi367G36}\8�wx36>�AL0-2KAL>@<\�J:�3mQ62B>a7G3?5-}62C>
ALDGIJ2UE�:g<?7F2CEC[
§�DG}6dW>@2��W[F�g��E@0W3Rp�EUA@0-2H0W36d->@798KON2B>@:C2B5cA;<?}62H3?w£AL>@<\�J:H:C<?OWALdW>@2CT�Mc8KAL0-2�AL36OKAL0-DF>�Aq86_i�-w¦Aq86_
<?5-T�5-DG5W2BAq8�Oi2C>�:C2C5cA��~�4O=<VAL0-E�3mQ62B>�A@0-2�7G2B5-}?AL0�3\wNA@0-21365-2�IJ365cAL0�3?wiAL0-2 � � �XAL>@<?:C2\[�¨e2
�=>@EZA�T-2jAL2C>�I�DF5-2CTJAL0-2&�~��O-<\AL0-E�AL0=<VA^:C<?>@>�DG2CTJAL0-2&I�3?E�A�AL>L<V��:&3mQ62C>�AL0-2&I�3?5!A@0	<?5WTaAL0-2B5
O-7G3?A�AL2BTPAL0-2�ALDFI�2�2BQ?367GdWA@DG365�3\wrA@0-2�0-36d->�7F8XAL>L<V��:4A@0=<\A~A@0-2CE�2�A@36O`�~�PO=<\A@0-E~>@2BO->@2BE@2B5!AC[
��w�A@0-2CE�2vO=<\A@0-E4p^2B>@2vEZA;<?M-7F2apr2	p^36dW7GTy2jh#Oi2C:jA�AL3�E@2B2�<P>@2B7�<\A@DFQ62B7F8 ��<\A47GDG5W2Jp�D9AL0y7GD9A@A@7G2
Q?<\>@D�<VALDG3?5	3mQ62C>�ALDFI�2\[ �&3mp^2jQ62B>&pr2�E�2C2fAL0=<\A�A@0-2f�~�vO=<\AL0WE�A@0=<\A�:g<?>�>�8	A@0-DG>ZAq8vOi2C>@:B2C5cA&3?w
AL0-2�IJ365cAL0-798&A@>L<\�J:�>L<?>�2C798U:g<\>@>�8�AL0-DF>�Aq8UOi2C>�:C2B5!A
3?wSAL0-2�0-3?d->@798�AL>@<\�J:?[��q5-E�A@2g<?T�DFA(TWDGE@OW7�<g8SE
7�<?>�}62JQ\<?>�D�<\A@DG365WE�DF5kAL0-2a0-36d->�7F8`AL>@<\�J:?_�}62B5-2C>@<?7G798eMi2BAqpr2C2B5yAqp^2B5!Aq8y<?5-T�wx36>ZAq8kOi2C>�:C2C5cAC[
¨k2fE@2B2�E�DGIJDG7G<?>�Q\<?>�D�<\A@DG365	<?E1p^2lDG5-:B7Gd-TW2~I�36>�2~�~�vO=<\A@0-E1AL3JDG5-:B>@2g<\E@2~AL0-2fOi2C>�:C2C5cAL<?}62l3?w
AL>L<V��:4<?7FA@0-36d-}60KAL0-24<?M-E@3?7GdWA@247G2jQ62C7
3?w�Q\<?>@DG<\ALDF365KT-2C:B>@2g<\E@2CEl<?E&p^2�DF5-:C7Fd-T-2HIJ36>�2HO=<\A@0-EC[
§�DG}6dW>@2K�W[9�m�eE�0-3mp�E�AL0-<\Aa2jQ62B5zAL0-36dW}60uAL0W2X7G<?>@}62BE�A��~�oO=<\AL0WEaDG5�AL>@<\�J:X3mQ62B>�A@0-2�365W2
I�365cA@0a:g<\OWALd->�2U<l7�<?>�}621wx>L<?:jALDG3?5�3?wbAL0-2�AL>@<\�J:�365a<�0-36dW>@7F8�M-<?E@DFEC_!AL0-2�AL>L<V��:�Oi2C>@:B2C5cA;<\}62
AL0-2BE@2��U��O=<\A@0-E�:g<?OWA@d->@2&2BQ?2C>�8�0-36dW>�Q\<?>�DG2CEr<�7F3?Ag_!O=<\>�ALDF:Cd-7G<?>@798Hwx36>�A@0-2�7G<?>@}62BE�A��~�JO=<\AL0WE
DG5vAL>@<\�J:?[



� �

0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

0 5 10 15 20 25 30

P
er

ce
nt

ag
e 

of
 to

ta
l h

ou
rly

 tr
af

fic

Time [days]

Evolution of captured traffic by top AS paths

90%
50%
30%

§�DF}6d->�2f�W[F�g� � �£Q6367FdWALDF365�3?w
ON2B>@:C2B5cA;<?}62l3?w�AL>@<\�J:~:g<?OWA@d->@2BT�Mc8	A@36OX�U�	O=<\AL0WEC[

��A4DGE�ON3?E@E@DFM-7G2JAL0=<VAHp�DG5WT-3mp�DG5-}KAL0-2	OW>@2BQSDF36d-EHA@>L<\�J:aOi2C>�DG3ST-EHIJDG}?0!A�}6D9Q62aE�36IJ2aDG5WE@DG}?0!A
DG5cAL3~AL0W2�EZA;<?MWDG7GD9Aq8H3\wb�U��O=<VAL0-E�DG5�E�d-M-E@2Bn!d-2C5cA�A@DGIJ2�ON2B>@DF3#T-EB[£/10-2�>@2BE@d-79ALE�3?wNAL0-DFE�DG5-n!d-DF>�8
:g<?5|Mi2�E@2C2B5 DF5|§�DG}?d->@2��#[F�g��p�0W2C>@2�A@0-2�<mQ?2C>@<?}62�Oi2C>@:B2C5cA;<\}62`3?w�A@>L<\�J:�E�2C2C5 Mc8z�-w¦Aq8
ON2B>@:C2B5cA�<?5-Tz5WDG5-2jAq8uOi2C>�:C2C5cAv�U�{O=<\A@0-E	T-dW>@DG5W}eALDFI�2�p�DG5WT-3mp�Ea3?wf0-3?d->@Ev<\5-TzT=<g8SE	DGE
}6DFQ?2C5.[^§�3?>�2C<?:;0P0-3?d->1p^2l�=>@EZA�T-2jAL2B>@IJDG5-2BTKA@0-2��U�KO=<VAL0-E�AL0=<VA&:C<?>@>Z8v�-w¦Aq8�Oi2C>@:B2C5cA~<\5-T
5-DG5-2jAq8�Oi2C>@:B2C5cA�3?wrA@0-2�AL>L<V��:�T-dW>@DG5W}�A@0-2�O->@2jQSDG36d-E~A@DGIJ2Hp�DG5-TW3Rpf_
<?5-T�:C3?I�O-d#AL2CT�0-3mp
I4d-:;0uA@>L<\�J:XA@0-2CE�2��~�#2BE	:g<\>@>�8�3mQ62B>aAL0W2P5-2jhSAa0-36d->B[ §�DF5=<?7G7986_�AL0-2�<mQ?2C>@<?}62P3mQ62B>aAL0W2
7G2C5W}?AL0P3\w�AL0-2HA@>L<?:B243?w�A@0-2�ON2B>@:B2C5cA;<?}?243?w�AL>@<\�J:4E@2B2C5�wx36>�2C<?:;0PALDFI�2lp�DG5-TW3Rpª7F2C5-}?A@0PDGE
T-2BA@2C>@IJDG5W2CT.[v/10-2�EL<?IJ2JO->@3S:C2BE@E�p^<?ElAL0-2B5�>@2BON2C<\AL2BTewx36>fALDFI�2�p�DG5WT-3mp�EH3?w^T=<g8#EB[�/10-2
>@2CE�d-7FA@E�3?w�AL0-DFE&:C<?5PMi2HE@2B2C5�DF5XAL0W2�AL3?O�}6>@<?O-0P3?w�§�DG}6dW>@2��W[F�C�	<?7F365-}�p�DFAL0KAL0-2�E�AL<?5-T=<?>�T
T-2BQSD�<VALDG3?5 � Mi3?A@A@36I�3?w�§�DF}6d->@2f�#[F�g� �j[
/10-2KA@36Oo3?w~§
DG}6d->�2��W[9�g�`E@0-3mp�E�A@0=<\A�DF5-:C>�2g<?E�DG5-}�AL0W2X7F2C5-}?A@0o3?w�A@0-2vAL0-2vALDFI�2	p�DF5-T-3mp
DG5-:B>@2g<\E@2CE~A@0-2a<gQ?2C>L<\}62�ON2B>@:C2B5cA;<?}62J3?w�AL>@<\�J:J:C<?OWA@d->@2BT.[ ��3mp^2jQ62C>B_
A@0-2�}c<?DG5WEUwx36>f7�<?>�}62C>
ALDGIJ2�p�DG5-T-3mp�E�<?>�2	7GDFI�D9AL2BT.[�/10-DFE4DGEH2CE@Oi2C:BD�<?7F7F8`AL>�d-2awx36>HDG5-:B>@2g<\E@DG5W}�AL0-2�ALDGIJ2�p�DF5-T-3mp
AL3�ON2B>@DF3#T-E�3?w
I4d-79ALDFO-7G2&T=<g8#EB[ ��3Rpr2BQ?2C>B_ND9w
pr2�:B36IJO=<?>@2~A@0-2fE�A;<\5-T=<?>�TXT-2jQSD�<\A@DG365-E13\w�AL0W2
0-36d->�E�p�DF5-T-3mp <\5-TvAL0-2fT=<g8SE�p�DF5-T-3mp�pr2lT-DGE�:C3mQ62B>&<�5-3?AL<?M-7F2UT-DFYN2C>�2C5-:B2?[�/10-2fE�AL<?5-T=<?>�T
T-2BQSD�<VALDG3?5ewx36>�<\7G7�ALDFI�2Jp�DG5-T-3mp�E�<\5-T�AL0-2a�~�kO=<\A@0-E�:g<\OWALd->�DG5-}X�-w¦Aq8kOi2C>�:C2B5!A�3mQ?2C>4AL0W2
ALDGIJ24p�DG5WT-3mpDGEf7G<?>@}62B>UAL0=<\5�wx36>~A@0-2�5-DG5-2jAq8`ON2B>@:B2C5cAH�U��O=<VAL0-EB[a/10-2JE@I�<?7G7F2C>U5!d-IHMN2B>
3?w^�U��O=<VAL0-E~wx36>~AL0W2��Ww¦Aq8`ON2B>@:C2B5cAH:C<?OWALdW>@2�<?>@2�>@2BE@Oi365-E�DGM-7F2�wx3?>fA@0-DGE~E�DG5-:B2JA@0-2�E@I�<?7G7F2C>
E@2BA�3?w��~�aO=<\A@0-E�<?:B:C36d-5cA@E�wx36>�<4:B36I�O-<?>L<\A@DFQ?2C7F8J7G<?>@}62B>rOi36>ZALDG3?5	3?w(AL0W2UAL3?AL<?7iA@>L<\�J:\[�/10-2
E@I�<?7G7F2C>^E�2BA@E&3?w
�~�vO=<\A@0-E�<?>@2UA@0!d-E&IJ36>�2UQ#dW7G5-2B>L<?M-7F2UAL3�>L<\5-T-36I�A@>L<\�J:~E�d->@}62BEC[



� �

40

50

60

70

80

90

100

5 10 15 20 25 30 35

2 4 6 8 10 12 14

A
ve

ra
ge

 tr
af

fic
 c

ap
tu

re
 fo

r 
ne

xt
 ti

m
e 

pe
rio

d 
[%

]

Window Size [hours]

Window Size [days]

Hours (50 %)
Days (50 %)

Hours (90 %)
Days (90 %)

0

2

4

6

8

10

5 10 15 20 25 30 35

2 4 6 8 10 12 14

S
ta

nd
ar

d 
de

vi
at

io
n 

of
 tr

af
fic

 c
ap

tu
re

 fo
r 

ne
xt

 ti
m

e 
pe

rio
d 

[%
]

Window Size [hours]

Window Size [days]

Hours (50 %)
Days (50 %)

Hours (90 %)
Days (90 %)

§�DG}6dW>@2J�W[9�g� � /�>L<V��:�:g<?O#ALd->�2�wx36>fp�DG5-TW3Rpr2CT��\¡ ' <?5-T��6¡ '¢A@36Ok�U�eO=<\A@0-E � <gQ?2C>L<\}62
�xAL3?O ��<?5-TKE�AL<?5-T=<?>�TXTW2BQSD�<\A@DG365 �xMN3\A@AL3?I ��[



� �

# 4�� &i� 8 :B�=<��~��B��� � �H� �C�������
v��� �l�B�  � �>A < ��� ���B��� �����B� �

�X36E�AUE�ALdWT-DG2BE~365�DG5cAL2B>@T-3?Ia<?DF5XA@>L<\�J:4DF5-E@DFE�A�A@0=<\Af<Jwx2Bp E@36d->�:C2BEf<?5-T�T-2BE�ALDF5=<\A@DG365-E�}62C5#�
2C>L<VAL2~IJ36E�A�3?w�AL0W2lDF5cAL2C>�T-36I�<?DG5�AL>L<V��:\[�/10-DGE�36OWA@DGIJDGEZALDG:�5-2jp�E&DFE1I�DFE@7G2C<?T-DF5-}4Mi2C:g<\d-E@2fDFA
0-DGT-2BEf<?5�2Cn!d=<?7F7F8PDFI�Oi36>ZA;<?5cA�w <\:C2BAl3?w�AL0W2�5-2BAqpr36>@s�A@36ON3?7G36}?8 � DG5��=dW2C5-:BDG5-}�IJ36E�Af3?w�AL0W2
DG5cAL2B>@T-36I�<?DF5�AL>@<\�J:�>@2Cn!d-DF>@2BEfA@0=<\Al<vE@DF}65-D9�=:g<?5cA~5!d-IHMN2B>l3\w^�U�#2CEfMi2�:C365-E�DGT-2B>@2BT − w <\>
I�36>�2HAL0-<?5�O->@2jQSDG36d-E�7F8�MN2B7GDG2jQ62BT.[4§=36>UDF5-E�AL<?5-:B2?_(DG5�E�2C:jALDG3?5e�#[ �W[9��DFA�p�<?E~E�0-3mp�5�A@0=<\A~A@3
:C365cAL>�367��?¡,' 3?w
DFALErAL>L<V��: � � ��pr36d-7FTK0-<mQ?2~AL3�Aqp^2C<?sv<?Mi36dWAf�g¡4�~�	O=<\A@0-E�2BQ62B>�8v0W36d->C_
36>�<?Mi36dWA1�g¡6¡U�~�4O=<\A@0-E�2BQ?2C>Z8�0-36d->£A@3~:C365cA@>@367=�?¡ 'ª3?wiDFA@E�AL>@<\�J:?[�¨|0-DG7F2^AL0-2BE@2�5!d-I4Mi2C>�E
I�DF}60cA&5W3?A�E�2C2BI O=<\>�ALDF:Cd-7G<?>@798	7G<?>@}62\_�Ia<?s!DF5-}JA@0-2H5W2C:C2BE@E@<?>�8P<?TV��d-EZALIJ2C5cALE�AL3	]����z365P<
5-2g<?>�7F8a:C365cALDF5!d-36d-E�M=<?E�DGE�DGE15W3?A�<4AL>@D9QSD�<?7iA;<?E�si[
/10-DGEJDGEJ5-3?A�AL3kE@<g8{D9AaDFE�DGIJON36E�E@DFM-7G2vAL0W36d-}60.[ §=36>�36dWA@MN3?d-5-TuA@>L<\�J:?_rAqp^2C<?s!DG5-}y]����
DGElI4d-:;0�2C<?E@DF2C>�<?5-T�T-3S2CE�5-3?A�DGIJO=<?:jAH]���� >�36dWALDF5-}�3?dWALE�DGT-2�AL0-2�7G3S:g<?7�TW36Ia<\DG5�3?w�AL0W2
E�ALdWMe�U�N[�§=36>~DG5!Mi36d-5-T�AL>@<\�J:�AL0-DF5-}6Ef<?>�2�<v7FDFA@A@7G2�I�36>�2�DG5cAL>�DG:C<\AL2\[�§�DG>�E�AC_.AL0-2��~��O=<\A@0
DG5Wwx36>�Ia<VALDG3?5K:B365cA;<?DF5-2CT�DG5XA@0-2�]���� >@36d#ALDG5W}JAL<?M-7G2�3?w£A@0-247G3S:g<\7�EZALd-M�TW3#2BE�5-3?A�O->@3mQSDGTW2
AL0-2U>�DG}60cA^DG5Wwx36>�Ia<VALDG3?5J:B365-:B2C>@5WDG5-}4A@0-2~DG5!Mi36d-5-T	O-<\AL0	wx367F7G3mpr2CT	Mc8����{O=<?:;s\2BA@E �9�R�\�W_ � ¡�� [
�#2C:B365-T._£2jQ62B5�D9w^A@0-2	7G3S:g<\7�E�ALdWMy0=<?TkA@0-2�p�0-3?7G2JIa<?Oe3?w1AL0W2a�~�c�q7G2jQ62B7r�q5cAL2B>@5-2jAg_£p�0-DF:;0
DGEl<KQ?2C>�8�EZAL>@3?5-}P<?E�E@d-IJOWA@DG365�DG5-TW2C2CTb_
AL0W2C>@2�DGEf5-3X}6d=<?>@<?5cAL2C2JAL0=<VA�DF5��=d-2B5-:CDF5-}�>�2CIJ3?AL2
�~�#2BEJ7F3#:C<\AL2BTo<Pwx2Bp �U��0-36O-EJ<gp�<g8ypr36d-7FT�Mi2vOi36E@E�DGM-7F2v}6DFQ?2C5yAL0=<VA�ON367FDG:j8k>�36dWALDF5-}�DGE
E@0=<?Oi2CT�DF5-T-2BON2B5-T-2C5cA@7F8XM!8�2g<?:;0��U�N[b/10WDG>@Tb_b2BQ?2C5`DFw�AL0-2B>@2Hp^<?E~E@3?I�2�Ia<?5W5-2C>&DG5�p�0-DF:;0
AL0-DFE&:B36d-7GT�MN2�T-365-2\_bDFA�pr36d-7GT�I�2C<?5XA@0=<\A~<JE�A@d-MPp^3?d-7GTP5W2C2CTPA@3�wx>�2Cn!d-2C5cA@7F8X:;0=<?5-}62HDFALE
]����k<?5-5-36dW5-:C2BI�2B5!A@Erwx36>�Oi3?AL2B5cALD�<\7G7F8H0!d-5-T->�2CT-Er3?w.�U�#2CEB[���w�<lE�DG}65WDF�=:C<?5cArOi2C>�:C2B5!AL<?}62&3?w
AL0-2UEZALd-M��U�#2CE1Mi2C}6DF5	AL34Oi2C>Zwx36>@I AL0-<\A1s!DG5-Tv3\w�]����yAqp^2C<?s!DG5-}W_-DFA^DGE^TWDF�J:Cd-79A�AL3HO->@2BT-DG:jA
AL0-2	}?7G36M=<\7�2jYb2B:BA�3?5o]���� >�36dWALDF5-}-_�p�0-DG:;0y0=<\E�<?7G>�2g<?T#8eMi2C2B5oT-2CIJ365-EZAL>L<VAL2CTeAL3�E@d#Yb2B>
wx>@36I�:C365cQ62B>@}62B5-:C2�O->@3?M-7G2BI�E �©�g�-_.�g¡6�#_ � � � [
�1T-T-DFA@DG365-<?7G7986_Rp^21E�0-3mp^2BT�DF5�E@2C:jALDF365��W[ ��AL0=<\A�AL0-2�Q\<?>�D�<?M-DF7GD9Aq8~3?w�AL0-2^�~�4O=<\A@0-E£AL0=<VA�:g<?>�>�8
AL0-2f7�<\>@}62BE�A�<?IJ36d-5cA@E13?w
A@>L<\�J:fDGE1n!d-D9AL2~DFI�Oi36>�AL<?5cAg[£/10W2ldW5-:C2B>�A;<\DG5cAq8vT-d-2~A@3�A@0-2~AL>@<\�J:
TW8S5=<?IJDG:CE^DGIJO-7GDF2CErA@0=<\A1:B365cAL>�367G7FDG5-}lAL0-2fDG5cA@2C>@TW36Ia<\DG5�A@>L<\�J:~>�2Cn!d-DG>�2CE1AL3�DF5��=d-2B5-:C2fIJ36>@2
�~�JO-<\AL0-E�AL0=<\5�p�0=<\ArDGE�Mi2C7GDF2BQ?2CTaM-<?E@2BT	365v<?5a<�O->�DG36>�D=s!5-3mp�7G2CTW}62�3?wNAL0-2&DGIJON3?>�A;<\5!A��U�
O=<\AL0WElDF5�A@0-2�AL>L<V��:\[�/10W2�AL3?ON367F36}6DF:g<?7�TW8S5=<?IJDG:BEl3\w^AL0W2JDF5cAL2C>�T-36I�<?DG5�A@>L<\�J:�DG5-TWDG:g<VAL2CE
AL0=<\A�A@0-2�365W7F8�p^<g8�A@3kDFI�O->�3mQ62�AL0-2K:C2B>�A;<\DG5cAq8o3?w~DF5��=d-2B5-:CDF5-}k<�7�<?>�}62vwx>L<?:jALDF365o3?wUAL0W2
AL>L<V��:aDGE�A@3�Aqpr2g<?seI�36>�2a�U�kO=<\AL0WEC[`/
3�T-3PAL0-DFEC_�365W2a5-2B2CT-E�AL3�DG5��=dW2C5-:B2	I�3?>@2	]����
>@36dWA@2CEB_#p�0-DF:;0aDG5JALd->�5ap�DG7F7=ON3\AL2C5cA@D�<?7F7F8�<VYb2B:BA^A@>L<\�J:�AL0=<\ArE@O-<?5-E�<l7�<?>�}62C>�wx>L<\:BALDF365J3?w.AL0W2
AL36Oi367G3?}?8a3\w
A@0-2f�q5!A@2C>�5-2BAC[
§�DG5=<\7G7F8?_iAqpr2g<\sSDF5-}X]����|p�DG7F7�DGIJO=<?:jAU365�A@0-2�DG5cAL>@<?T-36I�<?DG5KAL>@<\�J:JTWDGE�A@>@DFM-dWALDF365P3?wr7�<\>@}62
�Z����E � � � [��#367FdWALDF365-E~AL0=<VA4>@2B7F8�365eDG5cAL>@<?T-36I�<?DG5�>@3?dWALDF5-}KA@3P36OWA@DGIJD �B2�A@0-2aDF5cAL>L<\T-36I�<?DG5
AL>L<V��:�3?wl7�<?>�}62��Z����E � �?� ��:g<?5|Mi2�<\YN2C:BA@2CT|Mc8zAL0W2�Aqp^2C<?s!DG5-}o3?w�]���� >@36dWA@DG5-}W[ /10-2
DG5cAL2B>L<?:jALDG3?5-E�Mi2BAqpr2C2B5kDG5cA@>L<?T-3?Ia<?DF5�<\5-T`DG5cAL2B>@T-36I�<?DF5XAL>@<\�J:�2C5-}?DG5-2B2C>@DF5-}aA@0SdWE~5-2C2BT�A@3
MN2fE�A@d-T-DF2CT�MN2jwx36>@2fT-2BO-7G3m8SDG5W}JDF5cAL2C>�T-36I�<?DG5�AL>L<V��:f2B5-}6DG5W2C2C>�DG5-}�A@3#367FEC[

# 4�� �ª�H� < : � �(�B���

�q5eAL0WDGEl:;0=<?OWA@2C>C_�p^2�0=<gQ62�:C365cAL>�DGM-d#AL2CTeAL3�AL0-2�d-5-T-2B>@E�AL<?5-T-DF5-}�3\w^AL0W2aTW8S5=<?IJDG:BEf3?w�AL0W2
DG5cAL2B>@T-36I�<?DF5UAL>L<V��:�365~A@0-2��~�!��7G2BQ?2C7cAL3?ON367F36}?8�wx36>(E�A@d-Ml�~�#2BEC[£/10-DFE(p�<?E�>�2g<?:;0-2BT�A@0->@36dW}60



� �

AL0-2~<\5=<?7F8SE�DGE^3\w(Aqp^3�DG5cA@2C>@TW36Ia<\DG5�A@>L<\�J:�A@>L<?:B2CE^wx>�36I Aqp^3�EZALd-M��~�S2CE1E@3�<\ErAL3�EZALd-T#8aAL0W2
TW8S5=<?IJDG:CE13\w
A@0-2fDG5cAL2B>@T-36I�<?DF5	AL>L<V��:~3?5KA@0-2f�~�!��7G2BQ?2C7.A@36ON3?7G36}?8?[
/10-DGE^<?5=<?798#E�DGE�>@2jQ62g<\7G2CTvE�2BQ?2C>L<\7bO->�36ON2B>�A@DG2CEr3?w.A@0-2UDG5cA@2C>@TW36Ia<\DG5�AL>L<V��:\[�§�DG>�E�A�pr2UE@0-3mpr2CT
AL0=<\A£DG5cAL2B>@T-36I�<?DF5HO=<\A@0-E�<?>�2�E�AL<?M-7F2^wx>@36I <U>@3?dWALDF5-}&QSDG2jp�ON3?DG5cAg[£�#2C:B365-T._cpr21E@0-3mpr2CT�AL0=<\A
p�0-DG7F2&<fwx2Bp|�U��O=<\A@0-E�pr2C>�2U>@2BE@Oi365-E�DGM-7F2�wx36>r<�7G<?>@}?2�wx>@<?:BA@DG365J3?w.A@0-2�DF5cAL2C>�T-36I�<?DG5�A@>L<\�J:?_
:g<?OWA@d->@DF5-}�<�7�<?>�}62�wx>L<?:jALDG3?5u3?wUA@0-2XA@3?A;<\7�A@>L<\�J:�>�2Cn!d-DF>@2CE�E@2jQ62C>@<?7U0!d-5-TW>@2CTb[�¨k2KAL0-2B5
DGT-2B5!A@DF�=2BTv<HAL>@<?5-E�DFAr:C36>�2�AL0=<VA�<?}6}6>�2C}c<VAL2CTa7�<?>�}62�<\I�36dW5!A@E�3?w(A@>L<\�J:U365�AL0-2UDF5cAL2C>�T-36I�<?DG5
AL36Oi367G3?}?8�<?5-T AL0-<\Av<�E�Ia<?7F7&5!d-IHMN2B>v3?w~AL>@<?5-E@D9Av2CTW}62CEv:C<?>@>Z8z<�7G<?>@}62Kwx>L<?:jALDF365z3?wfAL0W2
DG5cAL2B>@T-36I�<?DF5�AL>@<\�J:?[��&2�hSAg_�<vE�ALdWTW8`3?w�AL0-2�TW8S5=<\I�DF:CE~3?wr�~�PO=<\A@0-Ef5-2C2BT-2CT�AL3�:g<\>@>�8�<
}6DFQ?2C5oON2B>@:B2C5cA;<?}?2K3\w�A@>L<\�J:�T-2BI�365WE�AL>@<\AL2BTyAL0=<\AHAL0-2�Mi2C0=<gQSDG36>�3\w&0WDG}60�A@>L<\�J:	AL3?O��U�
O=<\AL0WE1DGE�E�DG}65-D9�=:g<\5!AC[ �&3mpr2BQ?2C>C_iDFA�<?7GE�3�E@0-3mpr2CT�AL0=<VA1AL0-2~EZA;<?M-DF7GD9Aq8�3\w�A@36Ov�~�	O=<VAL0-E13mQ62B>
7G365-}	A@DGIJ2�E@:C<?7G2BElTWDGT`5-3?Al:C3?>@>@2B7�<\A@24AL3KE�AL<?M-DG7FDFAq8X3?w�AL0-2BE@2aE@<?IJ2�O=<\AL0WE�365`E�0-36>�A@2C>fALDFI�2
E@:g<\7G2CEB[��q5kw <\:BAg_�p^2aE@0-3mpr2CTyAL0=<VA�A@0-2	:C3?I�IJ365-798�2jh#Oi2C:BA@2CTyEZA;<?M-DF7GD9Aq8�3?w1AL0W2a�~��O=<\AL0WE
T-DGTv5-3\A�<?:BA@d=<?7F7F8�:C7G3?E@2C798a:B36DG5W:CDGTW2�p�DFA@0v36M-E@2B>�Q\<\A@DG365.[���<?EZAL7986_#A@0-2~O->�36M-7G2BI�3?w�:C<?OWALdW>@DG5W}
<�}?DFQ62B5k<\I�36dW5!Af3\wrA@>L<\�J:�M=<?E�2CTk3?5�A@0-2�O->@2jQ#DF36d-EfMi2C0=<gQSDG36>f3?wrE@Oi2C:BDF�=:��U�`O=<VAL0-E~p^<?E
E@0-3mp�5 AL3�>�2Cn!d-DF>@2P36MWE@2C>ZQ\<\ALDF365=<?7�ALDFI�2BE@:g<\7G2CE�365uA@0-2P36>�T-2C>	3\wfT=<g8#EvDF5z36>�T-2C>aA@3�7GDFI�D9A
E@0-36>ZA�A@2C>@I Q\<?>@DG<?M-DF7GDFAq8?[1/10-24365W7F8KE@367FdWALDF365�p�0-DG:;0�7FDGIJDFALE�A@0-DGE&E@0-3?>�A�A@2C>�I*Q\<?>�D�<?M-DF7GD9Aq8	DGE
AL3J:C365-E�DGT-2B>�7�<?>�}62C>�Oi2C>@:B2C5cA;<\}62CE�3?w�A@0-2fAL3?AL<?7.AL>@<\�J:l3?5�E@0W36>�A@2C>�ALDGIJ2CE�:g<?7F2CE�<?5WT�<J7�<?>�}62C>
ON36>ZALDF365v3?w�AL0-2fDG5cA@2C>@TW36Ia<\DG5aA@36ON3?7G36}?8?[



� ��
 � �����

� � �	� 
 ��� � � ��� �	
 �"! � � ��� � � ��� � � ��� � � � � �

� � �

� �



� �

���kA��-DFElA��-D���TkO��	��A�
\w�����������������C_�p��ap���������
��BQ	���Fd��	���������Jw��������GM���������� 
?w!���"���#��T�
%$&�����
�����V�&'(�#�-}%�����#�������-}HM��	���CT)
%�&�����*�qp����?s+���-},
?w-���.�~]����oO.��
���
/'�
%� [ � ���?O.�����������$0�	�������
���"����
#T-d.'���
����6_1���2�����3�4����O.��
mQ5�GT������K�������4�����CO6���+��
7�����0�jQ	���Gd��3����
��2
\w������O���
?M�����$8
?w
�0$4d������9�9��
%$��CT7���@d-M��~�Kp����������-}0��
:$&������$�� ���*�����HM����������W}�'�
%���*
?w;�����(
6d.�@}%
%���-}&�����\��'?[
� ���?O.���#���:������
����"����
#T-d.'#�#�����.�<�jQ%
%�Fd.����
%�����=�>$&�?�@�V�9���Cd.�����=����'#�C[BA!���#�._ � ���?O/���#�U�,���?s����
�����&O���
6M.���#$C���"����
ST-d�'��CT&��� � ���?O.�����^��M-d.�^p��.�#���D�����E
6MS����'����9Q%�E���;��
4����$����F�����(�!d�$HMG���

?w~]�����������#������
eMH��d����CTI��
6�	���@�����I�	�I��$JO���
RQ��#$��#�"�&���J�K�����-}%���)�����\��'7
6MS����'����9Q%�\[
� ���?O.���#�	�K���LdWT������&���.�L
%�#�9�������)
6O.����$&� ���	����
%�M
\wN�K�����\��'�M��	�O����'����-}2
6MS����'����FQ%��d��-T����
'#
%���=���������"�
\w-$&������$�� �����-}*������MWd��@T����>
%�v]����
[ � ���?O/���#� �l�����������P'�
%�����FT��#�����qp�
������\��'

6MS���#'?���9Q%�#��T��B�����CTJ
%�uT��9YQ�������+�P����$��#��'#�������C_B������
�d.�-T��#��'#
��+���������"�&
\w*$�������$&� �#���W}����.�
�Sd.$4MG���(
?wF'@�����-}%���*����]����
[i�R�����@}%�lO����=�*
?w � ���?O.���#�~��������MH�#���PO-d-M.���������CTL��� �©� �?��� _
� ���?O.���#� ��������MG���#���@d-M�$��������BT��	� �9� �S� �S���-T � ���?O/���#������� �©� �6� � [



�?¡

� �������	��
 �

� � �	� 
 ��� � � ��� �	
 �"! � � ��� ��� ��� 
 ����� � � � �

� � � � � � � � � ��� � ����� ��
 � � � 
 � � � � � ��� �

�����������<'@���	�.������
�����.��
��H
%������
��.������� ���,����
%���.����
%������� 
��/����$�� �#�	����
%� ��
��G������
%��$ ��������'
�#���%�����#���������������)���	�������	���N���+���#����
%$&�����0��������'N�#���%�������#��������������� �����"!�#��N��
/
�$0�	�!���.�
�����%����
	&�����$ 
	�-
��/����$�� �������*�'���	������'#
%�=�(�)���.'�����
%�*����+��.���:
%�������D���"���#�,�.
%$0�	���,��������'D��

�������������������2�����������,�����<
	���-�B�#�	$+����������� ��
7'#
��+����
%���������:����� ��
.�C
��B���.�����"���#����
%$&�����
�����/�&'�!
A!�����:'@���	�.�����>���&��������'��,������� ������
%����
.����!105�#'�����
%�32�!�4 ���"����
5����'��#�0�����6����
�&�����$ 
	� ���87
���#����
%$&����� ��������'��#���%�����#������������
%�N�=�9��&���!�0/�#'?����
��:2�!<;>�����#�:�������������N���������	�9�.����
	����.�
�������%����
�&5=���'����>�%�?�)���.'�����
%����
6&G�:
	�.����$&� �#���@!60/��'�����
%�A2�!CBD�����#�����"�������.�E����FG�#���#�"�,'#
�$G7
&������3��
%���O���H�5�������P
	�������)���"�����,��
%$&��������������'7�����%�����#���������6����
�&.���#$ !I05�#'�����
%�J2�!K2 �������
���"����
8���.'#�#�����.�<$L�.�����M7�
�&N=��#'�������� ���"�����,��
%$&�����)��������' �#�����������#�������*����
�&.���#$ !O05�#'�����
%��2�!<P
���������#�"��� ���%
����.����
%���	����������
%��������$���!Q0/�#'?����
%�D2�!CR�������'#����&H�#� 
��.�(����
%���/����
��������������%
%�������.$
��
%�*�����P�������%���S79
�&5=��#'?���>�%�G����
	&�����$�!*0/��'�����
%�T2�!CUV�.���#���#�"��� �����*���	�������?���W���X��������
��S�	���>7
���	����
����&������
%��������$���!Y05�#'�����
%�Z2�! � ����
��������J�����������+���)�[����� �N��$��#����'#�������#���������0���J���.�
�������%���\7�
�&5=���'������%��'#������!]0/�#'?����
��X2�!C^N�S_8���O�	�����;��
.� ��
 �S_5���#���0�����D���%
����.����
%���	���P�����%
%�������.$
����������
%�!���.�<�������%���S79
�&5=��#'?���>�%�`����
	&�����$ ��
P����� $L�������M7�
�&5=���'������%�('������	!a0/��'�����
%��2�!�4cbG��
/���

%�7��
0�S���	�����	��� ����� ����
%���.����
%�������)�	���%
%��������$d��
%�!�����<$e�������>7�
	&5=��#'?�������W����
	&�����$�!gf �����	�����	

���#'?����
%�V2�!�4	4 �S�	�������3���#�!�����N����$e���O�	����
%�&�����,��������!

6 4%$ 7 @ �ih ��j�k 8 : �]l <gmnk ?Vj�o �Wpqm �rj �>:1m;8Epqj�k j�s��`pqjSmeo 8 �rm9? �
: �ak

A 
7���"����
8����'#�P�����*����
�&�����$ �����	�`�B�&���"�������2��
���
%�����	
 �����'���`+������n����
.�5�����&���2�S_.��$*�����
���������������	������� �����L���	�9�����L
	�(���������"�����,��
%$&����� ��������'��#���%�����#���������:����
�&����#$i�������t�����r!
u ������$�� �6���9��& u 0 ���c�/�����M
%��� ������$J�H�#�?�.��
.�5��������! 'W�.�>���9��& u 0I����'#�#�>�%�����I�����
��
��.�������K�@�	&���������
%$ �#��'@� 
	� ����������
v�5�����#����! A 
M'�
%�"����
��(����� ��
.� 
	� �����0���"���#����
%$&�����
�����/�&'�
/
	��� u 0�'#���0
������,���#���P
%�&�����E������
%��$0�	����
%�n��
������&���P���������w�����6��
��.������� �@�	&.���#��!
f �����.���x2�!>4a����
.�5���.�#� ���P�S_.��$*�������
��H
%��
��	�'��
��;�N�=�9��& u 0,'#
������#'?�����&��
 ���������%�.��
.�5����������!
y �	'@�L����
.�5���.�#�F�����%������������� 
%������
��/������
.�������� �#��'@�,
	�������;�������#�'�
%���������#�����L�.�#���������3����
�����!



^84

f ���������w2�!>4��Hy_.��$X�.��� u 0 7����S�%��� ��
��H
%��
	����!

���P�������r+ �������	
5���P������
.� ����
%$ u 0 ( ��
 u 0�� ��������'#�	����� �����	� �����O���	�����#�����)(�� ��	���H�������
���P����� u 0*���	������
�� ��
%$�� �������������	����
%�@! ���:�	����������
%� 
����w�����E���������Q���>FQ�����#�"�B������
.� �����5�����
��
4�����#�"����� ������'@�E�.��
.�5������� , �B��
	�.������
.��
4�����	��>�������=�
	� ����� u 0X���	���:
	�-��
%$&�E��
��/���#�������	�

���� u 00����'#�#�>�%���)������
	���%�>���S�%������� �.��
.�5���������!�����*���.�#�"����'���� 
+�����#�E���*���������G���c�%�N����$0���"�
������
v���N�	�*���������������,��
��.���#�w����
�$ ���.�#���G���>FQ�������+�`�.��
.�5����������! ' � f ���������L2�!>4�
 ���.�,������$5�
&G�?�-�B���#� �-�B
 u 0/�#�(�����	�����������.��
������ ��
��/���#�*�	���%�������������6&"� ����
.�/�����#�n4,�����4���������������+�����
&+�)'�
%�"�����5�.
����D������
.����
 ���������*����� 
%�����O����
%$ �.��
.�5�������Q;P����� ���������#���#�"����� ��������$���������$
�������.����������
v���D�����7����
%���W����
%$ ����
v�5�����#�aB��������V+����`�������.��� �	����
.����!
# �����6�����V�����R��
��.�����P���#'��#�>�%���J����
�$ �#��'@� �.��
.�5��������
 
���� u 0J$+��
.���,������
����%�I������'@�
����
.�5��������� ��� '��	�����#��'@�6�V�����=����'��������W���#�=�������	����
%� !�f 
��N�������S_.��$*�����G����
v�5�������K
%�:f ����7
�����?2�!�4�
F����� ���.���#�����#�=�������	����
%���4'#���A&H�:���#��'@����� ������
	���%�M���"�K
	�!���.�0�������#�?�.��
.�5����������!
u ������$��������	�<����'@�6
��B���.�#�����������#�*���#�=�������	����
%���N���������������+����
%���P���.���,�K
	�B������
��.�9��
%�����
�����/�&'a��
%�;
���� u 0 ! #��D'#
��.����'@��
/
�������
'�����E
%���%����FG�#���#�"�]����
.�5�������]��
�� �#��'@���.�#���������3����
��
��
P�����	�������!
��/�9�%
%��������������'N���x���#���@&����O�	��'#��� !
A �	&.���H2�!>4(����
.�/�����#�S���.���"�5�G
	�����?����'#���
	 �����4����$X�.����+������@���� ��
��.���������#�"��������� '�
%�����#�,�H
%���57
��������
0��������
	�.�����Q��
%�E�����4��
��G
���
����V�����%��� ��� f �����.���e2�!�4�!wy �	'@�6���#�=�������	����
%� u 0L����
.���

%�,�������
��G
���
����<
	� f ���������O2�!�4!���	��� ���?�-�B
��,$L������+�_,'#
%�����#���G
����������N��
 �����a�������������������#�
�����	�'����E&H�*���#��'@�����7���0���.������?�-�B
��,$�	 +����=�!'#
%����$��:
	�SA �	&����Q2�!�4��S!FA!��� ���#'�
%���7'#
%����$&�

	�BA �	&����G2�!�4G����
.�/�����#� ����� u 0 ���	��� �����3� �����G��� ����' $	�����4�����"�<��
v�B������� ���������*�����S+�_/�#�
������� ��
%����
.�`!��D�S_5�!�������.�*���S_5�a����M��
��E�.�����:��
,�	���@�����&���.�w���#�=�������	����
%� !FA!�.�*���S_5�!�.
��
���N�����?��� �	���.���#����
	�!�����?����� ��
��/���#�<
	�!���.�?�G���#� u 0[�������[����
�$ �����E����� ���#������
%�
���*�����@��&������������ 
 ��
�� �:��
��%��'����S����$�������$��<�����,
%�.�e�B�G������� ��� A �	&����L2�!>4L��
%�(�����,���	$	�P
	�
'#�O�	�������	!f �����������	
3�����x��
����=���,'#
�����$���
	�GA ��&����x2�!�4O����
.�/�����#�F�����x�	�����.�
	� ����� � � � ����� � ��� �
�	��������&��.��� 
	�1���.� ��
��.���#��!



^�;

A �	&����W2�!�4��Hy_.��$*�����`����I��
��.�����������	&�����!
�;����+�_ u 0?���	��� ���S_5� 7���
�� ��
/'#���>7 �����S�
�����S+�_ 4 4�7 ;84S7 B�4 ����
.�5���.�#�`4 4.b	b
�����S+�_ 4 ;v7 B�4 ����
.�5���.�#� ; 4.b	b
�����S+�_ 4 B/7 ;v7-B�4 ����
.�5���.�#�%B 4.b	b
�����S+�_�; 4�7 ;�;.7 B ; ����
.�5���.�#�`4 4.b	b
�����S+�_�; ;v7 ;	Bv7 B ; ����
.�5���.�#� ; 4.b	b
�����S+�_�; B/7 ;�2/7 B�B ����
.�5���.�#�%B 4.b	b
�����S+�_�B 4�7 ;v7 ;�2�7-B�B ����
.�5���.�#�`4 4.b	b
�����S+�_�B ;v7 ;�2/7 B�B ����
.�5���.�#� ; 4.b	b
�����S+�_�B B/7 ;�P.7 B�B ����
.�5���.�#�%B 4.b	b

�E
.�3�B� �%���g&���' $P��
<
����]����
�&.���#$C
��-
���� u 0*������������� ��
e������������&��.���D�����#�����0����� 
��.�9��
%�����
�����/�&'N�	$&
%���4�����*���������`����
.�5����������! �%�G
��>���#'��#�>�/�������������J��
	�.����
���� u 0:$&� �&$�
8���>� �
�����?�	�������0
	�D��
%$&�0
	�������V����� �	��������&��.�����,
	�!����������
	�.���:������
����%�J�����1+�����������!T�9�P���
�G
%������&������
<�����������`����� +������#�F�����	� '@���������#� �����O�	�������!
	�H����� � � � ��� � � ��� � �	��������&��.���!
	�
��
%$��E��
��.���E��
4�����3�B
%�.�E��
��.���%��
%� �n�%�>�%���?���#�=�������	����
%�����#'��#�>�%���:������
	���%�0
���� ����������'��.�O���
����� �G���#�%&G�'�����S���#��������
.�%�#�E
����.�#����
��/���#�a��
%�!���.�<����$&�`�������������	����
%�7����'#�����%����������
����%�

��������g����I�H�#�#����! A!���E���#����
%�X���+�*���('@��
5
%���E��
4���#���P
%�&����� � � � ��� � � ��� � �	��������&��.���D���
�����	�����������	��������&��.���N���!��
5'��	�Q��
P����� u 0�! �9�E������
��E�	�����#�����������L
	�.��������� ���.�n��
�$0����� ! A!�����
$&�#����� �����	� �������$+�����4
	������� �-������$5����� ����� ��
W�H�#�����#�����!��FG�#'?� 
%�4�����x&H�#���c�5��
�� 
	� ����

��.��������� �����4��
5'����"��
%$&�����@
G�3�*���#�����Q��
%�(�=�9��& u 0/�#��! u �*'��	�6&G�<���#��� 
%� A ��&����n2�!�4	
G���.�
��
5'���� u 0*���?���-��
`4.b	bB����� �	�������F
	�5����� � � � ����� � ��� � �	��������&��.��� � 
��.�	������
��.���#� ���.��
������ �������.�
+������#����!W��� �����3� '������,
	� ����� ��
��.����� ���c�5�����0����������$&� 	 ����� ��
.�B�����W�H
%������&������ �.��������������'#��

�����%+����=�!�,�����E
�� �����w�����I����'#������
�������
/'��#���g��
/�����
��(����� �&���"�&��
%���E���&�����('@��
���'#�E
	�-���.�
&G�����D��
��/���	!
� � ����� ���,��& u 0:����
.���7
%� f ���	�����w2�!�4w�B���"���!��
���'@�.������� �L�%
/
5�E&���������'��*
	� �����B
��.�9��
%�����
�����/�&'�
 ��� '����2������� 
%� ����� � � � ��� � � ��� � �	��������&��.���,��
������������<��
%$&�P��
��.�����<
.���#�4
	����������!
�D��'������ �����	�%���������,��$�� �����	�E����'@� ���#�=�������	����
%�V�����S+�_����#'��#�>�%�#�(
%���N�������,�7
	�F���.� ��������'	!
08�����H
%���!�����	� ���.�!���#�=������'������*�����[����'#������
��*�.��
5'#�#��� �������P
%�.��� � � � ��� � � ��� � �����,����� u 0
���	���,���#���	���,��� '#
%��������������� ! � � �����!��
��.�����F��
.�B���,��� ������������#�O�������������	����
%�.�F���c�%�D�w���S� �	�����
� � � ��� � � ��� � �	��������
	� 4.b�b8
+�����#���%�����#�0�����%� �	'�� �����	� ���.�(���.
%�����#��� u 0X���	���&��
��.���%��
������
&G��'@�.
%�����[&"�6���� ��
>������'@�2���������������	����
%�@
G���.�������/�&'<��
.��	�,���W�������������	����
%�:4L�������"&H�
��
%���B���,�.���>������
����%�V����
.�/�����#�%; 	 u 0?���	���7���#���	���)
	�;��S
/�����*��������'*��
.�B���,�.�%�.�#���������3����
��
;��������]&H����
%���B���������M���.��
������I����
.�5���������E4�
];L
���B 	 u 0:���	���M���#���	���M
	� B �\
 ���������&���.�
�����/�&'<��
.��	�,���`�������������	����
%�6B0������
	���%� ����
.�5���.�#���';0
��WB�	 u 06���	��� ���#������� 
	�(B �S! A!�����
�B
��.���7$&�#���>�����	�������N��
��.���#�a��
%�O�������������	����
%���%;P������B������N��
%�57-���?���#��$&�������=����' 	)��
����������
���#�=������'������ �����t�.�#'#������
%� ����
/'��#��� �D������'�� �����#���������<�������#���	� � &H�#�=�(��
��.���#� �<�	$&
%���*������'@�
������'���� '@��
5
%����!���'������'?����'#�	
 ���.�(���� �.�#'#������
%�`����
5'#�����1�#����������� �����	�S
%����� 
%���;��
	�.���;���
�������*&��.� ���������
������,�.
��;�	�.��
%$&�	����'�������� �����	�4��
N�w�%
5
8�L&����O���.'#�
	� �������������'	! 05
*��
W�%�?�
&���' $P��
�
��.�x����
	&�����$ �<��
%���.����
%�0������
e���.�!���.���%�����(�	�������E
��-����� � � � ����� � ��� � �	��������&��.���

�������
	���������
�����������������������! "#�$����	�	%��&� ����
����'�
(*)#+,+-&� .	%�����/(0�
�1�2	3�,������#�/�����4&���5�	��768),)#9;:



^	B

���)
%��� 
	� ����� ��
��.���#�D���#��������� ����
%$ �������������	����
%�.�Q;P������B,��
��#��������� �����	�D
%�.���>
%�.�n&H�#�=�
��
��.���<���#$&�����.�E�	���������	�D�����N��������'n&��	�O����'��n&H�'�%
/
5����$&
����������N�������#�e�.��
.�5����������!af�
%�
�����	� �������G
����	
Q
����D���9��& '���� �3���@�	'@� � � � � ��� � � ��� � ���	����� 
	�a4�4.bP��
������<��
��.���<��
v�B�������
���#�=�������	����
%�V;4���#�����.���E����
%$ ����
v�5�����#�w4N�	���7������
,�	������'@�7� � � � ��� � � ��� � �	�����.�*
	�]4�4.b4��

��������
��.���<��
.�B���,�.�w���#�=�������	����
%�DB:������������������
%$ ����
v�5�����#�QB�!*A!�����('#
���+ �������	����
%����
������
�#���������D�����	� �#��'@������
.�/�����#�]�%�?��� 
%���!�������,��
	�Q�����D
��.�9��
%����� ��������'����G��������������'D���;���%�������
�����=������&��.�����)
.�%�#�!����� �������#�'�����S+�_/�#��!

6 4 3 �*j�o��9: � ��m9?�� �<]pqj�� � m;8Epqj�k j�s �WpqjSmeo

�S�?�
xi(t), i = 1, .., n

&G�N���.�4��$�
����"�D
	� �����/�&'N��
X&G� �����"�(��
.�B���,�.�
ASi

�	������$&�
t

H�����

�����
Ci(y), i = 1, .., p

&H����.�D'�
%���;
��G���#���.�����
y
&"�+������
��H��������'!
.�%���;������$

i
!FA!���!
�&5=���'������%�

��� ��
V+����
min

∑p
1 Ci(li)

���������<�����&'�
%���=�����	���"��� �����	�
yi ≤ Capi

����� ∑p
1 yi =

∑n
1 xj�����#���

Capi

���#��
	���#�P���.�7$&�/_/��$e��$ ��$�
����"�P
	� &"�+���#�������3�P'���� &G�)���#�"�0
.���#��������$
i
!

A!����� $&�/_/��$L�.$R'#���X&H����.�D����$���� 
	�H�����a���"�5����'�����������$ '��	����'#�����,
%�F���.�!����$���� ��$*�H
%������&+�
�G
%����'�������!"���>
������#�x��
%�,�.��
.����� 
�&5=���'����>�%� ������
��.����������&��.���D�����*��������'(��
�&G�(���#�"�!��
v�B�������
����� u 0/����
.���#�����.���c�	�����O�	&����&������$+����
 �����	�,�����:��
	�@���'�
%���P
��E���#���.����� �������,$�������$L��$ !
�E
����������	� ��� �.
<��
	�(�H
%���������a����
	&�����$C��� � '�
%$L&������	��
%�������/
	�.����$&�����	����
%�n����
�&.���#$ ���#���
&G��'��	�����?�B�7�����:��
��,����$����M�3�e+����.����� �����>
��.����$&���;��
%���.����
%����
������E����
�&����#$ 
 &��.�,��

�������������������7�����`����
�&�����$ 
	�1�-�����	$+����������� ��
&
	�.����$&���#�*�,'�
%���a�)����'?����
%� !
A!��� ����
�&.���#$ 
	�4'@�.
/
%�������I�����3� ������'�����
%� 
��<����� �����/�&' ����
������ &H� �����+��
.�%��� ������'@�
������$������.�#�D$&������$&���@����
�&��	� '#
%�=�(������
��%������'���������
���
����%��
 �����#���S�%���(����� '#
����%�)����'�����
%�.�
�����>������'#�����"�����
	-���#���M7-&H�#���c�������9!Jf 
����S_.��$*������
;���D�����>'�
%���P��
 ���#��� �����/�&':��
.��������&�
���#�=�������	����
%�J
������I�.���H�#�����0
%�J����� ����
.�/�����#�&����� �����L��$�
����"�����#�"�&��
K�����	�X����
.�5���.�#��

��
��N
%� �����,��
��@���F��$&
	���"�N���#�"�'��
%�N����� ��������'P
%�2� ���	������'��������w����
.�/�����#��
-�������2�����P'#
%�=�
�)����'�����
%�

Ci
'����[&G���S_8�����#������� ���'�B�����%�"���

cij
��
7�����3�<�����&'�
%���n�)����'?����
��K��� �������#����!X���

�,��'@�J� '������	
;�����V����
�&�����$ ���P��� �����=�@���.'#�>
	�D�����)�	�������%��$��#�"�G����
�&�����$ ���.��'@� '����J&H�
��
%�>�%���K������
����%�2����� � �����%����������$�������
8�K��� ����$&��'#
%$*�����S_/�����

O(n3)
���������

n
������
������

�����)�N��$L&H�#�,
	� �������������	����
%����
;���#�7'@���	�/���#�V4�4)
	��M4v;�P��O��
��P� �.���@�	�������I�����������+���	����
%� 
	�
�B�����%�"������$&�	��'@���������.��
�&����#$���!
����
%�����#�!��
&���c���4���7���.���,
	� �����`������'#�����,��'@����$&���('��������#�"�����V����������
%�O&������������L�.��
.�5����������

�B�&���,$	���2�������N���#�=����
%�K
����
.� �.��
.�5���������<������&����������D��
%� ���+���#����
%$&����� '#�	����'������ 
%� ���.�
� u � '�� $0�����������:������� 	 
 � 
 � ����� � � j � $ � ��� �S! �E�#���*���*����
.�5�����&�)�,��$�$0�	��� 
	�������&���87
�����#���a���<���#'#��������� !(f ��������
.$�
%���a������'������,��'@���#$��#�D�������>
%�>�����W��
%����
v�������L����
/'������.��� �

• '#
�������'��4����$*��������
	�����.�0��������'?�%
%����$&�&�����#��� t $����N�.���#� 	 P �����Y4vP�$����N�.���#�,�����
'#
%$�$�
%��� �

• '#
�$L&����.�*��������� t $����N�.���#�!���	$X�����#�����"��
,
%���N'#
%$e&��������)����$*����� �

• �	�P���.�������I
	�*�T&.�����������L'��5'#���	
'�
%$X���.���>���.� 95th � �G����'��#�"�������)
	�(�����7'#
%$L&.�������
����$*�����#��
��������E�5�.$L&G���('�
%�����#�,�H
%���.�E��
&�����n&������������.���

L
������'@� ��������&H�e�������D��
%�

�����`������'��	!
���*��

95th � ����/��!	�&8���&� 3	����� �, "	 ����� � �����"!$�  ";�7&8� � ���,��	�&�������4	'�
�#!$��	%��#� � ����/#�,	�&8�� ��������� ��
�  ";�$�, %$ #�8�'&



^�2

A!���N'#
%$*���.���	����
%�>
	�1�����
95th �G����'��#�"������� '��	��&H�W&��������L
�� �

• 95th 	�����'�
%$������ �

• 95th 	�����'�
%$�������� 
��.�9��
%����� �

• 95th 	�$0�v_ 	�����'�
%$�������
 
��.�,�%
%����� � �

• $&�/_ 	 95th 	�����'�
%$������ �\
 95th 	�
��.�,�%
%����� � �
�����#��� j 
 � � � j 
 �M$������.�4�����:��������'>���+���#������� �����E����
.�5���.�#�,����� ��� � ��� j 
 �������:��������'
�����c�5�����:����������
.�/�����#��! �E
.�R�����	�Q�B�P���c�%�����"����
5����'#��� �������H�#��'#�#�"�������\7-&��	����� '�
%$X���.�@�/7
����
�� 
.�����a���a������'#����&H� �����W�B� �V&.�����������<������'?�9���	�����X��
%�.� �
4�!a�G����'��#�"�������S7 &�������� �

x
�Q0�� �G���

y � &���� 	 nth �G����'��#�"���������a������� �&'#
%$�$&����$��#�"�E
	�
� � &�����!;A!���W�.����'��W�G��� � &��.�!'����V&H�w����FG�#���#�"�O��
%� ����� '�
%$&$�����$&���"������?��
%�B���.�
��������'N�	&G
.��� �����N'#
%$�$&����$��#�"��	 ������
,'���������� 	-&��������@��&���� � �S!

;8!D�c�%�#���	�%�\7-&�������� �7����$��)���G�G
%���"�
1
&��.�*���������2���I�c���#�����%� 	���
��

50th �G����'��#�"���������
�����=���#�	�)
	�F���H�#��'#�#�"��������!

B�!O�%
%����$��S7-&�������� �
x
�w0�� �G���

y
&"�+������!

2�!a���#�=�������	����
%�87 &����������
x
�Q0�� �H�#� � &��.� ��
%� 	 ��
/'#��� �D��������' 	 ���	����
%�����@��
%�����.���@�	��'#� �

�����
y
�Q0�� �H�#� � &����%��
�� 	 ��
��87���
/'#��� ����������' 	 ���"���#�����	����
%���	� ��
%�!������������'#� �S!

P8!�$0�v_57 &�������� ��� �	�1���	��� &��������4
�� �����;$0�/_/��$L��$ �.�	�����O�	&.���&������������.��� 
3���������H�#���.�#�"�

	� ��
.� $&���"�?&������D�����W�.�����@!

�9�E$e�����%&H� �.
������7�����	�!���.�n�.�5���	$&��'#�!
	� ����� ��������'N'����7���������#��'�� �����W�	������� '�
%$*���.�����
&G��'��	�����L��
%� �������%���2��$&
	���"�*
	�H&"�+����� �\_/'@�������%���K
.���#� ��
�$&��������$ 
 ����FG�#���#�"�w�	�����.�#�Q��
%�
�����

nth �H�#��'��#�"��������'#��� &G����
��.��� !n#K�G��
)��
��*���	$��P���+��
)��'#'�
����"� �,��'@�K�����G��'���� ��� �������
'@���	�.���#��!��B���	�.���#�
	(�����	�����.�������������,$�
%���B�����	�����=����'���������'!
�&5=���'����>�%����! �E
.�������#��
5��� $L���=�
&G� ��
	�����>�����	�!�\_.'����.�a��
%������w�%
�����$��S7 &��������E&������������<��'@���#$��W��������
��.���	�+�:'#
%$�$&����$��#�"�
�����,���3�������$����c
3�����/
	�������F'#
%$�$�
%�L&������������D��'@����$&���;�����!��
	� ������������!r0/
%���5�����(���.��� ����
�&����#$
���D���)�����=�@����'��N
	�F�P'#����������'#��� '#
�$L&������	��
%���O��������
�&�����$ ���D�.
��O��
%��'���&����&�����'&G�����a����V���.�
��
,�����N'�
%$X�.���S_/�����:
	�1����� ��'?�9���	� '#
%�=�a�)����'�����
%�.��!

6 4 # 7[m � �rm � 8 m � pqm � ���qj��no

A!��������
�&����#$ 
	�!���+���#����
%$&����� ��������'0�����%���.�#�#�������L���e�.���#���#�"����� ���2���#'?����
%�A2�!>40'#���A&H�
���#��� �����	��������������'#�N
	�r���>FQ�����#�"��'�
%$L&������	��
����O�	� ����
�&����#$���!
� �.�'�B������
*�5���S� �����'�������5��
��.�Q����
�&�����$ ���D���(��� ���������%��$��#�"�%����
�&.���#$ !A!�����Q����
�&����#$
'#
%�������=���S��� ���������������������� ��������'

ti
��
v�B������� �#��'@�'���#�=�������	����
%�

i
������
	���%�N
%��� ����� 
%�����*
%�.�

����
.�5�������
j
���<
��,�����1��
E$�������$&���#� �����;��
������+'#
%�=� 
	�/�����B���������%�.$&���+� ∑P

j=1 Cj(
∑N

i=1 xjiti)



�����#���
Cj
�������������#�"���7����� ��
������('�
%���)
��4���#���������M��������'L������
����%�Y����
.�/�����#�

j
�����

xji���#������������
����%� ���.��'@� ����
.�5�������
j
�����>��������'7��
.��������*���#�=�������	����
%�

i
���P���#�"��! # ������
��.�



^�P

'#
%���=���������"���N
%�K��
.� $&���"� '@���������#�N��
 &G��$0�����P��� �����&������������$&���"�4�	�����)���������	� '#
%�=�
�)����'�����
%�@
Q�������Q����
�&����#$ '#���6&H�,����'#���#�"�����L��
%������� >4.;�P�� ! �D
.�B�S�%�#��
 �>�;
%���,���(���"���#�����������
�	�D��
%�>�/�����,�����<������������$&���"�Q����
�&����#$ �������7'#
%���=���������"���D
%�7����� �N��$L&H�#�D
	�F'@���	���%�#�%�������
���#���G��'�� ��
*�����O���S� �	����� ������������$&���"� ��
������G&"������"
	���.�#�P
%���x�.��������������������O�%�����#���������#���
���������%��$��#�"�a����
�&����#$d���.��'@�7���O$+��
.������
*&H��� �7������,� >4�2 B � !
A!���`����
�&.���#$ 
	� ���"���#����
%$&�����:��������'N�#���%�������#�������P'��	�L������
G&H� ���#��� ���D���)���.���@�	��'#�N
	�F�
$&
%���(���#���������5'#������� 
	� ����
�&�����$&�1'��	������� 	-�%��
	��������� �H����
�&�����$&��
%������
E'����������'�����=��������
���������
%�
&����V����' $+�����X�.��
�&����#$������>����� �����������	�,����� KR	2�
 R�P � ! A!�������e�.��
�&����#$��!'#
%�.�����=�D��� �%��
����������
�����������#$�� 	������

xi


	�G
����H����
�&����#$ � 
	�Q� �����
U
���"��
N$L�/�9���������n����� =�
%���"�;����&����?���

Ui

��������'@�
�0$0�	�����#�E�����	� ∪Ui = U

�����
Ui ∩ Uj = ∅, i 6= j

!`��� �	����������
%� 
H��
��*�����"�%��
����������%�*�	���
������
v�����@
 &��/�*������� '#
%�.�����������"���($L���=� ������
?&H�4$�����
G����$	�<���.�4�����#���*
	� ���.��������$+�

Ui ≤ Ci
!

u �����,�2'#
%�.�����������"�<��� 
%�.�������	� '����.��
��'&G�G�5��
%���	����� �����������N�����P��
%���.����
%� ���'�.������������&����	

����
	���G
���������
%� ��
 �L��
	� �4'#
%�.�����������"�<�����	�4��� ��
��4$0�������	��
�����! u '�
%���n�)����'�����
%�:����+��.���

v���#�N�����G�%��
����������%� $L�.���<������
V&G�P
��.����$��'����� !����2
����N'��	���	
q���*�B���"�<��
)$&������$��'���<���.�
��
������-'#
%�=�(
�� ���.�n�%��
����������G������'@��'#
%�����#���G
����L��
P���.� ��������' ���#�"�(
v���#�(����� ������$+��!A!���#���
�%��
���������������
�&.���#$�� �����L$+��
.���2��
E&G� � �7�������� ���L�����,������
%���)���#����� KU�4 � ! �E�#�.'#����
������@

���������D��� �������������
��H�E��
'+����>���0�\_.��'�������%
���������$ �����	�]��������+����0���:���.�����#����X�H
%���5��
�$&�����
����$��	! A!�����!���g���"�����N���#���0���0���.���'@�����.�����!
%�)���)����
%���.����
%�������&�����%
%��������$ K^�b�
�U�B�
 4v;	b �
��
�+��������7�	������
c_.��$0�3����
��:��
,�����N
��/����$&���H��
%���.����
%� !
���P������� '@���	�.������
 ���D����������
	� �����P��������� ��
 �����O�.��
�&����#$R
	�Q���"���#����
%$&�����<�����/�&'!�����%�����#���������
��� �?�%��
����������?����
�&�����$�! 1*���S�������0��� �	� ��� ������������$&���"�W����
	&�����$ ���*��� ��������
	�������	����!W�9�
���(
������)���.�e���� �B���.���%����
��H��� 
	��� �����%
%��������$ �����	�(�S_8�����������D�����3�w�B�4���#�������L����
�&����#$
���>�����3�O�����!

6 4 6 � � :Spqj ��m9?�� �<(pqj�� �im98Vpqj�k jSs �`pqjSmno

A!���D���������%��$��#�"��� � �5���S�I
	�G���"���#�,�.
%$0�	������������'!�#�����������#�������`��
5�#� ��
�� '�
%���������#�F�������N��$G7
&G��� 
��g�������������	����
%�.�w��
%�w������'@� �-�����	$+�����7�����#���`����� ��
��.���#�N��� �.�#'#�����������	!����T������'?����'#�	


%���D��� ��
��H�������������N�	�B
	&.�@�����������<�N$�������$0���/'#
%�=�
	�Q����� ��������'D��� ��� ��� �N����������'@���	���%�����<���.�
&G�����N��
	�.���L��
��.��� &+�6�����Y��
%� ����$&
���� �	����.�#���������3����
�����!'# ���	�N
%���,�����������V�B���"���N���*��

�%��� ����� &G�����B��$*����
.�%��$&���"����P���.�('#
����g�)�.��'�����
%�*��
%�B�'�%�����#���	�������D
	� ���.�('@�������%�#�$&�	���
���?����"!5���)������������
%�@
%�����/�&' ���#$&�����.�B'@�������%�*��������$&����
<�����	�������E
��.����$&��� ���������%�.$&���+�
�������;'@���	���%�>���	'@� ��� �	! � �D�����:
�&N=��#'��������>
	�!�����:�����%
���������$8��� ��
D+����6�����:�����P
	�%����
'@�������%���������	�x�.��
.�5����������� &G�����B��$*����
.�%��$&���"�(�����������0�'�%�����#�:�N��$L&H�#��
	�q�����6'@�������%�#��

�������K���.�&�=�����3�����	�K
�����\7�
��/����$��'�������0����'@�A��� � $������+�N�.
��e&H�P������
��.����$&���F
%����!?� �!
%�.�
�������.�#� ��
)��������'��0��� $e��'@���	�W�G
%������&�������
7�N��$e&G��� 
	�x���� '@�������%���<
�� �����P��
%���>�,��� 

�G�������	�.� �����	�;����$&���������E�����a������������$X����
.�%�#$��#�"� ���,������'#
%�=�(�)���.'�����
%������'@�*��������������������
.�
��
*����������$0�	�+�<'@�������%�#� ��
w&H�g�H�#����
���$��������L�����D��
%� '�
%������'��.�������O�����/� 
%�4���.���
%����7������ !
0/
<�����(���S�Y����
	&�����$ ����
�&.���#$C���;��
.� �<$L�������M7�
�&5=���'������%��
%�.�	
5���&�����	�]�B�D���=�,��
n+����0���.�
$&������$L�.$ 
	� ���.��'#
%�=�N���Q���#���F���D�����4$&������$L�.$ 
	�;�����L����� '�
%��+ ���.���	����
%���E���#'��#�������=�
��
%��������!'#
%�=�c!;A!�������N�-�B
�
�&5=���'����>�%���(����� '#
%� ����'?��������������'��N��$*����
.�5�����<�����N'#
����a�)����'?����
��
'����6
������ &H�X�.
%����&"���	�������5�����7'@���������#�����A�����r!q����������� '@���	�.���#��
 �B�0��������$����O�3�������.�
���#��$ 	 �����M'#
%��+��������3����
��0'@�������%���D��
4$&�#���&�����	�!�'�%�����#�:���"���#����
%$&�����*�������������	����
%� 	 &H�



^	R

���(�������S+�_ 
��*��� u 0 �E���	�(��
?�.���,���.
��������*������$:�������L���.��
%�������(���	� ��
?�.���L&H����
%���4���.�
'@�������%��!
A!���#��� ���!��
P�����>�5�O��� ����V$+��
.���L���:�����N�����������	�,�����E��
P��
%�>�%� ���.� '�
%������'��������,
�&N=��#'��������#�D
	�
$L�������>79
�&5=��#'?���>�%� 
��.����$��'�#�	����
%�w����
�&�����$&�  	�P � ! A!�.�#������������
.�������#� �-��
($&����� �	������
"�	'@���#��!
A!���X+������,��� ��
L�\_��.����'�������� '�
%$L&������������&�-��
 
�&N=��#'��������#�����+��
 �L�����������P
%����
 &"�6�7�����.�����
'#
%$L&.�����	����
%�J
	�N����� �-��
 '#
%�=�E�)����'�����
%�.��! A!�����>��
%���.����
%�I'#
%�������=���>���t��
���$��������6�����

�&5=��#'?���>�%���)����'?����
��

F
�����	�N���<�?���#���%�"�����2�,�.$8
	�������P�����.���5��������� 
�&N=��#'��������#�`�)����'�����
%�.�

fi, i = 1, ..., N

F =

N
∑

i=1

αifi, αi ∈ R+.
	 2�!�4 �

A!�����4�	������
"��'@�I������
����9�.���	������� ��
%��'#�#�,
����&��
 '@��
/
����0�����:�����O�	�������&��$X�H
%��������'��&
	���#��'@�
'#������������
�� ! � �<�����#���K�\_/�������7� ��
%���.����
%� �����	�7�,�.'#'#�������7��
 
��.����$��'�#�L����'@�

fi

���.�#� �������

�	������
"��'@� '����3&H� ���3����� � ��'���
%���	! ���3���#���������*�.
v�������#��
 ��
%$�� 
	�N���.�
fi

'�
%$X�H�����D�������

%�����	��
����.�#��
Q��� �N�����������:���.���%���	���	����
%�����L���#��$��(
��;
%���4
	&5=��#'?�������,����
%�,�����(��
0��$*����
.�%�
����
������#��!(���7��
%$��N'������#��
H�����	���\7�
	FG�a&G�?�-�B���#�L�����`����FG�#���#�"�E
�&5=��#'?���>�%�#�E����� $����	�����������#����

�������7�����

fi

'����.��
�����'#���O�	���'�����7�����)���.� 
	&5=��#'?�������#�E����� �������>��
*&H�N��
%�879'#
%$�$��#���������	���	!
A!��� 
����.�#�S�	���.��
"��'@�N���#�����#� 
��N����� '#
���'#���.�1
	� � ��������
/7�
��.����$&��������� M4v;	R � �-
%��� ��
.�K���#����'@�����
��
%�N��
%���.����
%���W�������������,�H�#'?�4��
7
%����
�&5=���'������%��
 �����.�#�<������'#
%���=���������"� �����	� ���.�&��
%���.����
%�
'������.
��w&H�n��
%�����4����������$��(
	� �����<
��������(
�&N=��#'��������#��!(A!�����(�	������
"��'@� ������
.���!��
�+����L���.�
��������
%�&���&�����*$L�.�����M7�
�&N=��#'��������%�.�O�����D�����3�'#
��������,�H
%��������
e�	�������#��
	�-�����E
����.�#�B
	&5=��#'?�������
�����	�D�	���N��������
%�!� �N���	� 	 ���>�����N'������ 
�� $�������$&�����	����
%� �F�������7�G�%�����#�E�	��������!

���������
	���	����������������� A!���,'�
%��'����.� 
	� � �	������
�7�
	�.����$0���������>���*�����O�	����� ��
:�����,����� 
	� ��
�7
���.����
%���n����
%���)'�
%$X�H
%�����"���P'����.��
��G&H�>��$*����
.�%��� ���M������$��,
	�D
%���)
�&5=���'����>�%�E��������
��.�
�%����������� ��
%�����:���K�	�<���#�����<
%���&
	����.�&
������#�<'#
%$*�H
%���#�"����! � 
%���X��
%��$0�������	
S��$L��������
�&87=��#'��������,�����	��'@�2�,����'��P���w���	�������������)
%�,�.�#����� ��� ���.�,���#�.���,�����3�*�-�B
7��
����.����
%���(�����,���#���	�����
��
2����'@�J
��������&���M�-�B
[�G
%������&����E�B� �5� ���������.�#�P
%��� ��
%$������3���#�,
����.�#�������#�G��
�$&�����	������!
�B
%���������#�!�����N$L��������
�&N=��#'��������*$&������$��'�#�	����
%�*����
�&.���#$ �
Minimize y = f(x) = (f1(x), ..., fn(x))
where x = (x1, ..., xm) ∈ X

y = (y1, ..., yn) ∈ Y
�����D���������

x
���*'#���������L�����L����'#������
�� �%��'���
���


y
������
	&5=��#'?�������L�%��'���
���


X
���.�L��������$&�?�����

�,����'�� �����
Y
�����N
�&5=���'����>�%�N�,����'#��!

���4�����B'#
%�"���\_5� 
	�����.��� '@���	�.������
������x����'#������
��e�%��'���
��
x = (x1, ..., xm)

���������#�����"��� �����B������
�7
'��	����
%�P
	�G����'@�X���#�=�������	����
%�,��
<�'����������'��.�O���F������$'�����#���

m
��� ���.�D�N��$e&G��� 
�� �������������	����
%���

�����:�#��'@�
xi
���B���>���"�����%�#���������������#�"�������,���.�*������$,
.�%�#�x���.��'@�:���.�(��������'*
	�q�������������	����
%�

i
�����
%� ��	�,����� !FA!���!
�&N=��#'��������x�%�#'?��
%�

y = (y1, y2)
�������������#�"��� �����O������� 
	�H
�&5=���'������%��� ��
W&H�

$&������$��'����� �S�����N'�
%���D
	�1����� ��������' �����>���.� �N��$e&G���D
�� 	 ����� '#
%�8+ �������	����
%�)'@�������%�����9!
u �.�#'#������
%�3�%�#'?��
%�

x1 ∈ X
���)������� ��
J��
�$&�����	��� �	��
����.�#�V���#'�������
%�3�%��'���
%�

x2 ∈ X	
x1 ≺ x2

�S
���F
∀i ∈ 1, .., n : fi(x1) ≤ fi(x2) ∧
∃j ∈ 1, .., n : fj(x1) < fj(x2).



^ 	

�(
%$������	����
%�M���0�	�I��$*�H
%�������"�P��
�����
%�Z&H�#'#�	�����L���*���?������$��������������L���#�,�.���&
	�*���.�L'#
�$G7
����������
%� 
����-��
��.�#'#������
%�D�%��'���
�����! u ����'#������
�� ���#'?��
%�

x
��� ���	��� � ��������
�7�
��/����$&����� �

x
���

��
%�87 ��
%$������	�����>�����"�����������
X

�� ! �	!

@x′ ∈ X : x′ ≺ xu � �	������
�7�
	�.����$0�����.�#'#������
%�����#'���
%�*'#������
��w&G�<��$*����
.�%��� ���L���"�L
	&5=��#'?�������e��������
��.� ���\7
�%���	�.�����L�	���������=��
%���0
	�!�����0
���������
�&5=���'������%����! A!�������7�������%��
�&����;
��.����$&���H�G
����"����!D���

���� '#
��+���S_5� ��
.�B�S�%����
q�B�������,��
��N���"���#�����������2���6�%��
�&���� 
��.����$0�*&��.� 
��.����$&���"�G
%���"���*���
��
%$��*�������%�N&H
%����
5
5�:
	�1��
%$��*
	�-����� 
�&5=���'������%����! � 
%���W������'#�����#����
����N����$ �3�x+��������������.�� ��������
/7�
��.����$&���q�G
����"���w������� �����,�H�#'?� ��
:�����P'�
%���N
	� ���#���������>��������',
v���#� ���.�P�.�	�����O�	&.���
������$5�B���)�,���#���%�N&G
�����
5
8�>
��1�����`����� ���������	����
5'��3����
��&
	�1���.�W���#�=�������	����
%�)��$�
%�������.� ������$5�
��
������ &"� �����*����� ��
��.�������E����
���
5'#
�� �����2���c�5�����7�E�����=�@���.'#�P
	�B�	�N$&
����

ε
����� '#
%�87

+ �������	����
%�M'@���������#��'#
%$*��������� ��
 �������G����� �	�.���*�����R��
��.������� ��
%���.����
%� ! �D�#��'�� ���V��

��
�����������'@�A��
%�e����
�&��	����� � ��������
�7�
��/����$&��� ����'#������
��:�%��'���
�����&��.�4��
5'�������� � ��������
/7�
��.����$&���
���#'�������
%�E�%��'���
���� <P�P � �
�������	��
�	�������	������
���	���	����� �����	�������

X ′ ⊆ X �4�! A!���N���?� ( �����O������
������ �	�E�,��
/'#��� � �����?��
�79
��.����$0�	�Q���?��� �
∀x′ ∈ X ′ : @x ∈ X : x ≺ x′ ∧ ||x− x′|| < ε ∧ ||f(x)− f(x′)|| < δ�����#��� ||.|| ������
����#�E�G�.����������'�� $���������'	
 ε > 0

�����
δ > 0

!
;8! A!���N���?�

X ′ ���!'��������������%��
�&���� � ��������
�7�
��/����$&���G������� �
∀x′ ∈ X ′ : @x ∈ X : x ≺ x′

!

�E
����������	�F�%�%��
	&���� � ��������
�7�
��/����$&���%����� �.
/��� ��
�� ����'#�#�������������4'�
%�"�@����������� � ��������
/7�
��.����$&���
���#'�������
%�����#'?��
%����!Q���7�����<����$0�����������E
	� �������D�����#������
 ������
%$�������$��#��'��	���S��
%�87 ��
%$������3�����
�G
%���"���� �����?��
�79
��.����$&������������� ���*���c�%� �.
,�S_8������'#���g����
/
��-
	�-���.�#����
��.����$&���������������(��
4���.�
��
5
,�O�����%� ���#����'@���,����'��#��!�A1
G&G�N�����%
%��
�����
/�,��'@���G
����"�������.
������V&H�N�������7�.
%�87-�.
%$&�����	����� !

6 4�� � �Lm9: � pqjSmeo � � � �>: �'m �j\p�@Vk �

���0�����������#'?����
�� 
5���w������'�����&H�(
	���B�S�%
%���.����
%�����=�������%
���������$R�����	�B�����	��'@�����g��
%�;����� � �����?��
�7

��.����$0�	�!��
%���.����
%���X��
��&���.� $L�������>79
�&5=���'����>�%�)$�������$&�����	����
%�I����
�&����#$ �����������+����� ��� ���#'\7
����
���2�!K2�! � ���*
�� �����($0�����0��������
%���g��
%� �������5�����4
%�:�S�%
%���.����
%�����=�&�����%
���������$�� �����#�V���#���>7
�����W�������P$L��������
�&N=��#'��������!
��.����$&�����	����
%�n����
	&�����$&� �����#� ���,�����3� ���������#����'@�*��
%� ��
%���.����
%��� ���
���#��$&� 
	�-'�
%������'��������<
�&5=��#'?���>�%�#�B$0�	$	�#���������a���>��'������]��
�����
��87-�H
��������	����
%�G&��������>$������.
8���
�����	�<���#����'@��
%���0��
%���/����
��K�/� ���#�<����
	�������4���2
%�����#� ��
V+����M���K
��.����$L��$ K2 ^ � !V����
��,�����
��
>��$*����
v����
%���,
	&5=��#'?�������	
-��� ���*
�� ���#� ��� �N��������� ��
 �.���%���	�������.���G������
%��$0���.'#�����L������$��

	�1����
������#�!
	&5=��#'?�������	!H�9�!���B���������S��
%���*�.�#'#�����������>��
,�S_8����
����Q��
%����� �����%��
%�.�
	�-���.� �����	��'@�
�,����'��:���K���#��$&�<
	��
%���&
%�4�������#���	�
�&5=���'����>�%������
 +���� �L�,��&.�����P
��!����� � ��������
/7�
��.����$&���
����
%�"�c! A!�.�������G���+� �H
��������	����
%�87-&�������� $�������
5���0�	���7$&
%��������$	�#������
 	-&G�?�����#���>����$*�����
����� � �	������
�7�
	�.����$0���q����
��+�'&"� �\_��.��
%�������)���S�%�������;�����%��
���� 
	�B�����P���#����'@�K�,����'��P��� ���������>7
���#� ! ���7�	����������
%� 
5���%
����.����
%���	���>�	���%
%��������$&�������W����� ��
G&H� ���#���!����������������� ��
,����� �����	�H�N
	�
������� �����?��
�79
��.����$&��������
%�"�F��������$&�	�����#$&�	����'����N����
��%����$&$����������#'@���.�'�N���#��!Hf ���������#��$&
%���	

�G
������O�	����
%�57-&��������7���#����'@� ����'@�������5�.�#� '��	� �����	��'@� ���.� � ��������
�7�
��/����$&��������
��+�(���L�0�������%���
�,��� !



^	U

A!��� '#
5�����������#��
	�G��� ���J��������'@���	�/���#�0����&�������� 
%�I���.� �`y � y]08� 0 	)���#������
%�3P8!<b��P�=�/� 7
���#$ �������#��
	�G���X&"� ��! � ���S���#���=��������� CU�2�� �c�	�������	&����B�	� 
 � � � �"!#! ��#�%$ �[j � $'
�� � $'
 ����� $ � j �!
� ���]j h � ! h � � !���� ������'@�V��� $�
5����+����?��
%�!
����a���	������'������������������!
�N����������'������%
%��������$�� K^�b�
�U�B�
 4v;	b��H�����!�=��
5'@�����=����'���������'@�:�����%
%��������$��&��������0
%�,���.�D$��#'@�57
��������$ 
	�H���3�9����������������'�����
%� ! A!�����P���#���4
%���W�G
������O�	����
%�4
	�H�������>�5�������	���r���.
<�S�%
%�>�%�O�������
�����!����'#'��#���������(�����#���	����
%���F
	�H���.�������%
���������$ 
������&�=����
����%�#� �������>�/����������� 
	�H���.�%�H
����.�O�	����
%�
������������
.�B���2��
)�,��� �/�>�%��������
����%�2�������#'?����
%�K$��#'@����������$&�N���K�)'#
�$X�H���������)�#� �5����
%��$��#�"�c!
A!���`&�������'W�����	�,�������D
��F�����5����'#�����%����������'N�����%
%��������$ �����	�x��
%����
v��� �

• �H
��������	����
%� � �3�G
	�����O�3����
�� 
	�0�������>�/����������� ����
/'@����������'��	����� ���#����'@�.�#�K����� ���#����'@�
�,���	'#�	!

• �%�����#���	����
%��� � ����
%$ 
%���W�%�����#���	����
%�0��
������ ���\_/��
�
%�����������w+������#�=�������.���5����������� �,��� 7�5���%� ��
������,�.��� ��$*����
.�%��$&���"�O�������)���#�,�H�#'?�E��
,�����N
�&5=���'������%�`�)����'?����
%� !

• +������#����� ��$X����
.�%�#$��#�"�����,���.�E��������'@�:���;$���������������&"�P����� 	-+������#�����D
	� ���"���������>�5���87����� !

• ��������'�����
%��� �����.���5�����������!
	� ����� '��.�������"�Q�H
��������	����
%�7�����N���#����'������L��
&�������5�����<��
������
���S_5� �%�#�.�#���3����
���&��	�����L
%�������#���a+.����������
G��������'#�����&'�
%$*�G�?��������
%�)�	$&
%�����������>�/�����87
������!

• '#��
%����
.�%�#��� ���������-
	�/���������5����������� �%�#�.�#���3���;
	FG�,���������!�����	�S�����.�#����� ����
�$ ���.� 	-�%�#�.������'��
$0�3���#���O���H
	�1���������O���	���#�"����!

• $L�.���	����
%� � ��������
�$ '@�������%�#�S���*����� ���������5�����������Q������G������
%��$&���*��
��#��������� ��=��
5'@����� 7
����' �����	��'@� !

A!���?�������5��
��.���#���#$��#�"����'�
%���=�����,�.����������	 '#
������&
	�a���#���?����'0������
%��������$���! � u �,�����X�����	$
�����	��'@� $�������
8�.�E���7�����	�D�����<��������$*�.����
%���������?��$&�	$	�4�	&H
��.�������e����
�&����#$ �	�E������� �����
����$�������� ! � �#���?����'*�����%
���������$����	���N�L�������	�����%$�
+��
	�!�����=�@���.'#�#�!
�� ��
%���/����
�����!FA!�.� ��������� ���
�����	�;'��#�=�@�����&
��/����$��'�#�	����
%�e�.��
�&����#$�� �B
��,$,���P��������'@�:�,���	'#�#�;�����	� '����*&G� �N���������O�����%�	!r���
������'?����'#�	
-�#��'@�:�.��
�&����#$ ��� �N���������N�����	� �����G�%�#���?����'&�	���%
%��������$ &G�,��������� ��
%��$���� ���"��
)���
���%
����.����
%���	���7�����%
%��������$ >4v;�b8
"4vP	U �"������'@� �������W����
�&.���#$ ���G��'#�>+�'����8��
%��$&�	����
%�7������
.�������
�����E������
%��������$ ��
e�H�#� ��
%��$ &G�?���������������0��������
�$C�����	��'@� !]08�H�#'���+�'E�������������#�"���	����
%�X��
%�;���.�
�������>�5�������	��� ��
��������.�#�g�������?�%����������'*
	�G�����	��
%�����������#���	�%�(�����w����
�&�����$G79�,�H�#'���+�' $5�.
v�����������
���)
%�,�.�#���
P��$X����
.�%� �����N��������'@� !
f �����.���L2�!<;:���������=�����3���#�E�����G&�������'���
%�,$+�����7
���:���5����'#��� ����
%���/����
�������� ������
%��������$ !ef �����=�c

��� �������������O�G
	�����O�3����
��J���?�%�#�.�#���3�����@! A!�.���:�=����� ���0
	� ���#� '��	��������� ������
����%� �����	����
%$
����$*����������
	�F���.�4���������5������������! �(���H�#���.�����:
��L�����e�����,�H
%���4
	� �����������%
%�������.$ ��� ���#��� �	�
�����*����������&����������L
	������0����$X�.��������
 ��������
�$8����$*���������7��� '��������������������.�#� ���K�����0
	&5=��#'?�������
�,����'�� 
%�&�����D����'#������
�� �,���	'#�	! u ���D�������>�5�������	���P
	�N�����L���������O�	�O�G
������O�	����
%� $����%�"�0������

&G�,���.�,����$��P���;�����������%
%�������.$ ����� ��
)���������`������� ��
%$�������� �������N��
%���.����
%�@!G0/�#'�
%��� 
S���.�
�%�#���?����'0
��H�#���	��
%���������:�	������������
��K���.�:�����.���5�����������N���K���#����'@�A��
%�<��$*����
.���#$��#�"�����K���.�

�&5=��#'?���>�%�7�,����'��	! A!�.���,�@
����������.���5������������
��(���.� �H
����.�O�	����
%� �������S�	�������3�����J����� ���.�#���
+���������� ��� '�
%$X���.����� !*f 
	������� 
-�����P���������5�����������(�����P���#����'������K��'#'�
%�,�������>��
)���������w+������#���
��
0'�
%���=�����,�.��� �����n�G
	�����O�3����
��V��
��D�����4���\_5� �����#���3����
�� !Of ������������
�
��/����
������-$L�.���	����
%���D�����
�G������
%��$&���>
%�:����� �������>�/��������������
�����
.�5�����N�	�)�	����������
������H�������.
%$&�.�#���!���"��
����.� �����	��'@� !



^	^

f ���������W2�! ; � �N�����#�����@��
%�,$+�����&
	� ���)����
%���/����
��������:������
%��������$

6 4�� ��: �'m �j\p�@Vk ��m � ��j�o �9: � ��m9?�� �<(pqj � � 8��rm;? : �ak

y ��
%���/����
��������&�����%
%�������.$&� �����($&�	���*
	�-�-��
,��$*�H
%�������"�g���	����� � �#��'�
8�.������
��-�����W����
�&����#$
	 ���	���!��������'��,�������r��
%�-�������>�/����������� �Q�	���<���G��'#���������#���N
��H�#���	��
���� 	 '���
%����
.�%����
%$e�.�@�	����
%�@
3��
/'#���
�����	��'@� 
>!�!�! �S!
#��E�#��'�
8���(�������>�5�������	���;�������"�����%�#�]�%�#'?��
%��� � �#��'@�?�	�������

vi


	�1���&�#���#$��#�"�
i

	� ���.� �%��'���
%�

v
���������������+���E�����N������$0
.�%���a���.��'@�)�����/�&'W��
%��������O�.�#���������3����
��7���!�����"�c


1 ≤ vi ≤ l
���������

l
���0����� �N��$e&G���>
	� �c���	���O��&����7������$+��! A!�����)�	����
.���0��� �S_8������'#���:���������#�����"�@�	����
%� 
	�N���.�
���������%��$��#�"��
	� ���	'@� �������������	����
%�:��
&�����	������'��������x���.����������$ ������$ !
A!���*
��H�#���	��
%���g���w�����N�	���Q����������'��.�O���H�%��������
%���!
	�-�����*'��O��������'#���H'#��
�����
.���#�������>$e�.�@�	����
%�

��G�����	��
%����!E����������� 
���0'�
%$L&������P���������&�-��
 
��H�#���	��
����N���"��
L���������%���P
%���P�����	� ��������� ��

����
.�5�����>���������"�9�����������)�	���	���"�@���%�)
	�Q&H
����J
��H�#���	��
����P���M���.��'�
%�"���S_5�&
	�*
	���G����
�&.���#$ !
y �	'@��'���
%����
.�%���Q�����	���W�B
��,$+�E���>�����W��
%����
.�������n���� 	����������������	�����>����f ���������w2�!CB � �
4�!��������#'?�)�-�B
 �������#�"��� 	 '#��������� $&
�$ ����� ���	� �:��
J&G� ������� ��
 ���#�������	��� �-��
 �����

	FG�,���������%� �

;8!�'#
��"�E����� �	�����.�#� 
	�+����� �#���#$��#�"���-
	�5���.� ���������"���S���"��
������;
	FG�,��������� 	 
	FG�,����������4 ← $�
%$�


	FG�,���������N; ← ���	�����

B�!O��
%�!���	'@�������#$ �S�����V&H
����7
	FG�,��������� �
� �:'#
�$X���	��� ���	'@�L
	FG�,�����������������)�������#�>�q�����#���<�����#$ �-�����O&H�#���L�������O�	'#���V&"�>���.�

%���7
	�E�����7
����.�#��
	FQ������������
������ �@�	$	�7�������������>�/�����������$&
���� �����7
%�����%�������

	FG�,���������������7�����N$&
5����+����>
%��� �����	�������!�����N��$&�������#���'#
%�=� �



4.b	b

&��>���<����� '�
%����
	�4�����2$&������$L�.$ '�
%���������.���5���������Q��
������ ���
a
$0�	$	�#�)����� ��
/7

�@�	�B
	�D��
�$&�>������$ �O�	�,�%���<������� �����4'��	���	'#�����	
F�������J�%�#�������	���)� �������.
%$ ���"���S7
�%���'�	�������G&G�?�-�B���#�34&������� ��
%� �����*�	�������P
	�!�����#$ � 
S� ! �	! � �#� h � � j 
 ��� j����
� � 
 � j 
 ���	��
 �� �

'��>�#�����`���.�D���.�`�	�������*�����	�D$&������$��'���#�������N'#
%�=�(
�� �����N
	FQ��������������
������7����� �B���
���.� ������$&���+�D
	FG�,�.�������  � � !

f ���������W2�!CB�� �(�#��'#�����.����
%�)
	� �������%��� 
	&5=��#'?�������'y u !

A!�����H����
/'����������E�����,�.���#� �����3���������>�/�����������F��$*����
v���a&+�G&H�#�.��+��������`����
%$R�����a�%
5
8�G�%��
����87
�����%�D
	� �����e���	���#�"����
-����� �����#�.���%��� �����n���������"���*'�
%�"�@����� &��	�6����
����.�����%� 	������4'#�	����'������

	� ��
�$&�7������$6�����S_/'��#���.�����0�2����� ��������
%$ '@�.
%��'��L���P$&�	���V��
%�P�������%��
����������2
	�*�������
������$�!�A!���'�)����'?����
����(
	� &G
���� '#����������'#���S'#��
�����
.���#� 	 ������������������'��'����
%$ �����'�B�����"�G������
%��$G7
�����n�%��
������������B
	�-�����w�������#�"��� �B�����0$L�.�@�3����
�� 	 �.��
.�5���������4
	�S�.��� �%�#���?����'($&�	�������O�	� ����
%$
�������.
%$C'@���������#� �������a�)����+�������� !r# �.�#���S�%�#������Q���������+���������
.�I��
4��$X����
.�%�������E
	FQ������������

�����������.�#���<'@���������#� �����<���#���#'������ !x# �.�#�L�����#���4'@�������%�#�E$0�	$	� �����4��
%���/����
�� �.������������&����	

�������&���.�D������$ ���;$L�.���	�����0�	���&����� �	�����.�D���;$0�	�.�!�������.
%$�! A!���Q$	���P
	�G�����%�H�#����
���$&����'#�

	� ����� �	���%
%��������$ �����#�0���I���.� �����	��'@�3��
%�:��$X����
.�%�#$��#�"�?���.�#� ���	�������	���������#��'@� �������%���
�#����$&���"��
	� �����N
	FG�,����������!
�B�O��������'#���a�%�#�.������'�'���
%����
.�%���?�B
��,$+�:
%� &�������������������
x&"� ���/=���'��������2'#
%�"��������
	���0����&87-���������

	�!���������������"���,���K�����:
�FQ������������
F
%�6�����?�%��
������.��
	�!���.� 	 &��.�����.����� &���
5' $2�+�5�H
����.�#�������
C^�b5
 U�B � ! A!���������<'#�����@�	�����������%
/
5�M�	������
"�	'@�A�����#� 
��.����$��'�������)�N��$��#����'����H�)����'?����
%����

&��.�P��
������M�����>'#�����>
��Q�%��
���������� 
%�P�	�������%��$��#�"������
�&����#$�� CR�P � !KA!���)���#����
%� ���������	�
�����N����$0�	�+����'��E
	��%��
	���������*�.��
�&����#$��!���!��
&�������������������������	����
%�.�!���"��
*�%��
	������
��.�#��'��<���.�



4.b84


�&5=��#'?�:
	�N���"���#���#�=�:���P���.� �%��
���� 
!��
	�:���	'@�t���#�=�������	����
%� !Y# ���#�Z�G������
%��$&�����K'��O��������'����
'#��
�����
.���#� 
v���#� 
���� ���������5��������� � �E�����.���#���#�"�@�3����
�� 
��B�G�B
	����� ���v=��#'��N���"��
:���.��
�FQ�����������7�
�%��
���� 
��(�����#$��������	�*&G����
%��� ��
[�.��FG�#�����"�G�%��
�������! A!���)���#����
%�J���"� ��� �������>�5�������	�B���
&G�?������� ������������
������#� �����#�N���2�����G����2�����#$�� �����&�	��������&��.�����K��
��%��
�������
 ��
	�e&H�#'#�	�����:�
�%��
����7
�� �����#$�������	��������&��.�����)��
P��
%$�� ���?�E
���%��
�������! A 
*&H� $&
%��� '#
%�.'#���?����
���$*����
.�5�����
�����������>�/���������Q'�����&G�'�G������
%��$&��� &"�)'@��
5
%�������&�X���>FQ�����#�"� �%��
	��� 	�������$:
%�a����
v�5�����#� �O��
%�
��
%$���������$�!"� � 
����E'@�������%��� ����� ����
����.�����W��
%� $&���"�,�����#$��F�����3�(&H�#��
%��� ��
 $&���"���%��
	������


%���G��
5�#�N��
��'$+��
.� ���.�*����
�&��	� ��FG�#'?�4
�� ���������#�������������?+.���������4
��������P�����C�������>�/��������� 

&G��'��	�����P'@�������%�����)$0�	�+� �%��
	���������%� �	� �����P����$�������$&�<'����2���c�%�����W���#���F�V�H
%�������>�%�,�	�
�������"�	�����%�<��$*����'?��
%�������n����
�&��	� +����������E
	�F���.�<���������5��������� !�A!�����E���%���"�V���4'@��
%����
����
'#��
�����
.���#���
n�B
%��$&
��:�����.���5���������������#$���
5��
4�����	�g���*'#���E&G�E�,�����Q�����	�������(��FG�#'��
%�0���.�
+����������D
	� �����N�����.���5���������Q
	� '@�������%�����P���.�'����
����7
	�1�������O�����=����'����O�	������#$ ! A!�������#�.�,�����#�
�����	�E
	FG�,���������&�����n&H�������#�D�����	� �������#�"���E
%�L�S�%�������,��� 
 �������D�����5�����&��
0���#�,�H�#'?�(��
&���.�
�����,�)'�
%�������������"����!
A!���<'���
%����
.�%��� ���n�H�#� ��
%��$ �����������#��� �N������� 	 �%���#���.� � 
����>�����	�a�B�'��
�����
%�)�#��'@�L�����#$ 
	�
�����G�%��'���
���! �B���	���%�������H
������"���O�	���������	'@�������#$ $����	��� �����	�`���X�H�#� ��
%��$ �)��
5'���� �����	��'@�
&��.�*����
%��� �����.��� ���������O�	�������#���6��$*�G
%�=�@���"��! A!�������������	������� ���.'#���#�������0���.������
�&��	&.���������
�����	�D���.��
	FG�,���������&���c�%�,��&H��������� +������#���(�����	�L�����n�������#�"���w&"�7���=�/�����&��
:��$*����
v���<�#��'@�

	FQ�����������&���E$e��'@� ���%�H
%������&����	! � ���%����
5'#���������n��
5�#�E��
��%�����#'#������� �����	�������������%
%�������.$
&G� ���,��' $���� ����
5'����-
��/����$e��$�
 &��.�*���D�������#�E��
X+����L�����n&G�����Q�%��
����������*�%�>�%�#�7�����<�������������
�G
������O�	����
%�@!<A!���P�����,�%���(���.���G
������O�	����
%�@
G���.��$�
%����'@������'��#�`�B�P���c������
V+����2�V&H���������
$&������$L�.$ 	�
%�!�����'�%��
	&���� 
��/����$e��$ �(���.�#� �	�������5������
	����'#��
�����
.���#�*
%�)���.�4���������5������������!
# ���#�:�����w�H
��������	����
%�&���������,���E'�
%$X���������0��
4�����*�N��$L&H�#�B
	���%��
����������%��
/������������$	�#���,�����	�

����B'���
%����
.�%���!
��H�#���3��
%�B������
v��������������
����.�����%� ��
L&H�E���#�=�����E��
%� ���	'@�7������$�! �E
����E�����	�g���
�@����$����&�	&H
��.� 	 ����
����.�����%� �$�
%�=�����L&G��'��	�����%���E������
v�J���S�%�������H'@���������#�B���,�����E���������%�.$&���+�

	�;�������������������	����
%�.�E��
>��
%$��������������#��$ ����
.�/�����#��!n� � 
%�.�L���#�#��� $&
����4'�
%$G��
%�����	&����'�������
��������$+�����P�	&H
��.�D�	�������%��$��#�"����
��������7�������x�5����� ���!� �N���>���	���#�"��!

6 4�� � � k ���j=<��>: � � � � :Sp��

�(�c�5�����E������'�����&H��� ���.�L�B
%��$+�����>
	� ���.�,���%
����.����
%���	���L�����%
���������$ ��
%� �>�������%���<��������'����\7
$0����� 
������?���V����
.�5�����L��
%$�� �N��$&������'����E����$e���O�	����
%�.����
M����
.� �.
v� ���#���(���E�H�#� ��
%��$���!
u ������$��<�,���?�-�B
��,$)�����x��
��.�%�������������	$ ����
.�5���.�#���!�����	�%&������G����� �����/�&'W�.��FG�#�����"����� �

• ����
v�5�����#� 4 �����#� � �	�-���	��� &.�������������G���#���������D���"� �N�����"������� 
	�+��������' 
%� �����	�S������$�'#
%�=���+�� ����$&
������������*��������� 	)�����	�������#�B����� �N�����"���������B�����&�����E$0�/_/��$0����������$,'#�	����'����������
+�� ���:��������'`����������


• ����
v�5�����#�?;[���������%
�����$��S7 &��������t&������������ �7�������������6�����/�&'�
%�I�����	�:������$M'�
%�����D4�!K2
$&
������������I�.�������X�H�#�������/�&' �������:�	���J������$&�/_/��$&���������$�'��	���	'#����� ����
��*�-�B���"���
��������'W����������


• ����
v�5�����#�XB:�����#����
%����$��S7 &��������Z&.�������������7���#���.��������������'�
%�J�������&������$6'#
%�=���0�-��

$&
������������I�.�������X�H�#�������/�&' �������:�	���J������$&�/_/��$&���������$�'��	���	'#����� ����
��*�-�B���"���
��������'W����������




4.b�;

• ����
v�5�����#�(2e�����#��	-&������=�@�	&.�����%&.�������������1���#���.�����,�	�+� �N�����"��������
	� ��������'(
��0�����3�������$&G����
.�6�����'#
�$&$�����$&���+�1
	�.�-�B���+���4�����/�&'(��������� '�
%����� �-���#�"����$�
%���?�@���=�n�.��������
%�	���
���"� �	����������
%���	�1��������',�S_/'��#���.�����>���.�,'#
%$�$&����$��#�"�*
�� �-���#�"��� ��������'����������*'�
%�����
4�!<P,$�
%���?�@���=�?���.�����O�H�#�!��������'`�������c!

f 
�� 
%�����N�����������0��������'a����������
"������
��.����$0�	���%��
�&�����'�
%��� ����
������X&H�D����
��.����4	4.Bw�������P���.�
��
%����
v����������������'4�	����
5'��3����
��:
.�%�#�D����� ������$+� �H+�� ���)��������'n���.�����O��
%��������$D4	
 �-���#�"���7��������'
���������Q��
%�*������$�;8
 ���#� ��������'L���������w��
%�(������$�B>�	��� �-�B���+��� ��������'����.����� ��
%�*������$V2�! A!���

��.����$0�	����
����.����
%� �����	�r�B���S����� �O�	�,�%����� ��$�
%���E�����%�������1
	�������B�	���%
%��������$ 	 �����������W�.��FG�#�����"�
�����/�&'a����$0�	�����H�B�����D���	�������	���������
������&��� ����� �-�B���+���&���	�������	����
%��� 	 4.^`�%�#�������	����
%�.� �r�B���
4�4.B�!<;84�! �D
���� �����	�O���n���������*�H
����.�O�	����
%�:
��r+�� ���:�������>�5�������	����!

110

115

120

125

130

135

140

145

150

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

C
os

t o
f b

es
t s

ol
ut

io
n 

fo
un

d

Number of generations

Convergence towards global optimum

target solution

f ���������W2�!C2 � �B
��N���#���%�#��'��4
	�1���.� �����������S79
�&5=���'����>�%�`y u ��
%�aB�b������5�E
�� ��������'W����$0��������!

f �����.��� 2�!C2I�����#���#�"���>���.� '#
%� �%���,�%����'#�2�,�H�#��� 
	�N����� �S�%
%���.����
%�����=�I�	���%
%��������$i��
%�:
%�.�
$&
%�"���V��
%�=���7
	� ��������'`���#$&�����.��!;A!���#���<��������'`���#$&�����.�D'�
%�����#���G
%���7��
������N
��.�9��
%�����
�����/�&' 	 u 0/�#� �H����
%$ u &����������%��
����#��'@�?������
	�Q�����($�
%�"���&
	�"0/���.����$L&H�#�O;�b�b ;�>4 � ! ���0�������
����$e���O�	����
%�>����� 
 ���4����$L�����	�����L�*����
.�5�������D�����	�D���	�7����� u &���������� �����/�&''����$0�������E�#��'@�
�������	���[�B���"�����6��
L$����.��$��'�#�4����� ��
��@���;'�
%���4
	�!����������������������'0�#��'@�A�����	!�y_/'#���.�L��
%�
�����Q+������x�����X���������(�����*'@��
���'#�(
	�-�����Q�����������#��$ ������$L��
��B���	'@� �.�#���������3����
��X�B������	����
%$
	 �����>��
%��$����,��$&
����<�����Q��
�����������$+� �S
+���.�w�%��
	&���� 
��.����$L��$C
��S����'@�E�����*��	�O�������:��
��=�@���=�
�����������%
%�������.$1��
��F�����!���\_5�(��� �	! A!����'#
%�=�;
	�H�����!��
%���.����
%�P�/� ���#�F�����x+������ ���	�������	����
%��'#���
&G�D�	&H
.�%�`4.b�b�bw&H�#'#�	�����%��� �.�����&�`�G�����������n�)����'?����
��P��
`�����S�%�#�"�B��
%���.����
%��� ��
 �\_/'#�#���0���.�
$0�/_/��$0���G'��	����'#�����)
%� ���"�)������$ !x����'������<
	� ���"�)��
%���.����
%�)���c�/�����0$�
%���N��������'N�����	�����.�
$0�/_/��$0���H'�������'#�����?��
%�!��
%$&� ������$ 
.�����N���	�������	����
%�?�)����'?����
%�)�����,�����.��� �,'�
%���D
	�(4.b�b�bL��
%�
�������*������$ ! �D
����4�����	� �����������=� 
	�;����� 	�'#��
%����
v���#� �,�����3� �	��������&��.����� �:��������
%$ �	�������e��
%�
�����e�	�������4
�� ��� �����#$ �����Q&G���#� �����#� ��
0
/'�'����*
������ �����������������n+����=�W�%�#�.�#���3����
�� 
	� ���.�



4.b	B

�����%
���������$t�������<���c�5�������
D�	���	�/� ����
%$ 
%���F��������' ����$0�����*��
D����
������#��! � ��'��F����� �����,���#���
���#�=�������	����
%���N���c�%�X&G���#�6���S7 �3��������&��/�����2
%�"��
����#����� 7���
%�	����� ������$+��
S���.�0�����%
%�������.$ �,�H�#�����
����$��)�S_/'#�������>�%����� 
%� $����.��$��'�#�����������L'�
%����
!��
��&
%�J�����5�����2��
[+���� ����������&����7��
%���/����
�����!
A!�����;���.
v��� �����3���.
�� '����������<�	&H
��.� ���.�D��������'%���#$&������� ����
%$ 
%���%�����,��
<����
	�������H���.�����
���#���5����� 
��J�	�M
��.����$0�	����
%���.����
%��'#
������M��������
	����������$X���	'���
�� �����>���\_/�G��� � � �P��
%���.����
%� !
A!���(���#�,�.����� 
	�qf ���������a2�!C2`��
%�]�%�#�.�#���3����
�� ���#��
<����
.� �����	� �%�#�=�����,����� � �O&H�#�=���
%���.����
%�P'#���
&G�x� ���r����
%$ 
��.����$&���/
������������\_/�H��� �4���H��
N���\7�
��/����$��'�#�	����
%�N��� �H�#� ��
%��$���� ! �E����'#��
8�.�������
���K
	�.����$0��� ��
%���.����
%�6��
%�*���������\_/�4$&���%�"�W�%����� �B����� &H�0�V&��	�K�����#��!*���:�����=����'���������
 ���
�������>�4���	����
%$ �	��������&��.����
%�P
	�Q����� ���#�=�������	����
%���H��
%� �����(���������O�����'�#�	����
%�4
	�Q�����(�����%
���������$ 

������'@�,��� 
��.����$����=����';'�
%$X������������
*���.�g����<������	9�����S7-&.������$5����� � ���������F
	�����.�O�����T����'#������
��
����
5'#������������+'@��
5
%���B�����g�.��� �	�����F�	����
5'��3����
�� 
�������� �����/�&'B��$�
%���E�����x���.����������$ ����
v�5�����#���
���V�����	'�����'#��! A!���N���S_5�E'@���	�.���#�O������� ������'������!�����N���.
��.����$0�	�������P
�� �����J���>�����	�����#���G��'��c!
u ��������.�������	�����&
��Vf �����.���%2�!C2�
/���.�('#
��N���#���%�#��'�� ��
.��	�,��������*
��.����$&������
����.����
%�&���(� �	�����	�
�����W&H���%������������! f ���=�������!�	������
"��'@�������,�����W����
�&��	�G
��/����$e��$ 
��)����� 
������#�!���	���7�	���H�������
$&
%��� ������'��.���c
(����� $&
%��� ����� $&
%��� '#
%$*����������
����E&G�?�-�B���#� ���>FQ�������+���%��
����������%�)�����
��� �N������������
X�%���E'#��
%�����D��
&�����4
��/����$&���@�	�������	!BA!�����E'#
%� �%���,�%����'#�4���������������	���#�!���.�<���3�9�����

	�Q������� '#
%$e&������3��
%���O���/
��.����$&�����	����
%�e����
�&.���#$ 
����������(��� ���;��
��]�%�����*������'������;��
n�%��� '���
%���
����
%$ ���.��
��.����$L��$ 
 &��.� �����,����� �����L�����,�.�#�(��
?�%���*'#��
����#�D��
:���c!EA!���,�,���.�������&����$�� 
	�
����'@�V����� � ��
��/����$��'�#�	����
%� 	��-���#�"���)���	�������	����
%��� � ��� �N�������#�!���&����� 
%�����#�!
�� 
���� $&���N�.���E
%�
� � ���,�Q4�� � �N�,�.��������� �-���5�5_@!

6 4�� ��?Vj=: �ao�� � �xp � m�� � p��`pqj � pqj < �

A 
2���	�������	���)
��.�&�	���%
%��������$�
 ��� �����7��� �������P'@���	�.���#�P����� ���	���K�c�	�������	&����0
%� �����V����&
����
%$ u &������#��� M4 � ! u &������#�.��'�
%�����#'?�����E�?� ��
.�  2NP � �����	����������'#�N�����#�=�:�����6����
%$8������� � � �
�����J������
v� �����#�����=�@�	����������'�����
T&G���N���#������� ����
%$ ���.�V����&I�	� 
 � � � �"!#! ��#�%$ j � � � $"� � � $

 � � !�� � j � ��
�� � 
�� ���� � � ! ! f�
%�,�������&'@���	�.������
g��� �.����� ��
����P$&
��+���I
	�Q���	����
B�=�@���=�������
����
%$ �	���.�L4�� ( ;	b	b ;N��
G0/���/���#$e&G���xB�b ( *';	b	b ;8! A1
��S���	�����	���(
��.�B�����%
%�������.$�
����*������������
%�
����� 	 �������������	����
%� u 0 �D�����G
%�=��� 	 �H�#��'#�#�"���	�%�a�������.
��.� ����$��#� � ����
%$ 0/���/���#$e&G���x;	b	b ;8! f�
%�
�����D�����%
%��������$ �������,����$&�\7 �	�����5�����w����$0��������
 ��� �����D�����O����
%��� 	 ��
	����'��S7-�.�#���������3����
�� u 0 �
�����/�&')$&�	�����>_:&G��'��	�.���7���G����
v�5�����#�G������� ��
��@�	�O&+�+����'�
����"�������	�����#�,������� �G����'#���"�@�	�%���
��
%�*���	'@� u 0 ! ���#���5�����:
��T&"�+���,'�
����"��� �����������	� 
	�]�H�#��'#�#�"���	�%�#� ���*����'#�#�������=� ������'#���#��'@�
����� � �B��������'(�������#�H$0�	���������H��
%�������('�
%$X���.�@�	����
%��
	� �����(�\_8�G��'������)��
%���/79������$ �%�����&
	� ���.�

��.����$&�����	����
%�@!
A 
��%�>�%�N���>��������
��1�����w�	�������	&����������P
��1�����*��������'w����$0�������x����
%$ �����:��
�������
 f ���������w2�!<P
���������#�"���N�����P��$�
����"�*
�� ��������',���D&"�5���#�W��
%�(�����������,�%�����W�.�#���������3����
�� u 0/��� 
	� u &����������	!
#������c�%� 
%�����#�����I�����D�������������	����
%� u 0/���:�����#�3�����������K����� ��
����0$�
%�"���.�0
	� ������������'��
	 _N7 �/_/��� �(����� ��������
�������� ���.�P��$&
	���"� 
	�(&+�+���#� 	 ��� ��
��"�	��������$���' ��'#����� �(�����+�N��
:�����,
%�.�
����
��.������� u 0/���n�������K�������O�����%�#�=����$�
����"� 
	���������'G��
%�N����'@�:�����K
��B���.�&������'#��! � 
%�=�u 0/�������'#�#�>�%��� �������������)��$�
����"�B
��q&+�+���#�!�����3�g�	���������?&"�0�n� ��'?��
%��
	�-�����>
%�B$�
%����!FA!�����
����
.���������	�,��������
	���%� u 0/�#�������	�4���#'��#�>�%�)�L��
��4
��!�����/�&'0
	� �����I��
 ��
 
.���#�������,�%������$&�
�G������
5����
.����� �	&.��
%���.���N��$�
����"��
	�1��������'N'����E�	�����>�P��
��a&H���-���#�#���,��'�'#�������>�%�L��� �5��!



4.b�2

1e-05

0.0001

0.001

0.01

0.1

1

10

100

1000

10000

100000

1e+06

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

T
ra

ffi
c 

vo
lu

m
e 

(G
by

te
s 

pe
r 

da
y,

 lo
gs

ca
le

)

Ordered ASes (by decreasing byte count)

Variability of traffic demand

f ���������Q2�! P � A1���/�&'`����$0�	������
	� u &������#�.�W���#�=�������	����
%� u 0/����!

6 4�� � j�oEj�k j�sgj�o � ����� <gmno�� � � � �Wpqj�mno <�@ �no � � �

A!���a�����S�/��
����;����'�����
%�P�����H����
.�/�������&� �,$	����'@�0
	�Q
	��� ��
%���.����
%� 
	���D���#������
����%�,��
N�\_��.�O�����
��
.� ��
M$&
5���>� �M����� �S�%
%���.����
%�����=�J�����%
���������$ ��
 �	���	�.�&��
M'@���	���%��������������'D���#$&�����.�
����� $�������$&���#�����P�����,�N��$L&H�#� 
	�(����� '#
%��+��������3����
�� '@�������%���w�����#�2���\7�
��/����$��'�������P���.�
�	��������&��.����
%�M
	�*�������.�#���������3����
���������
%$ 
������H�#����
5� ��
��	��
����.�#��!t�B�#'#�	�������B�7���c�%����

���� ��
 �\_8������'#������� ����
.�5�����0�7�����	���\7�
	F &H���-���#���6�����&'#
%�=��
	�!���#���.�����L��������'&
v���#�<������$5�
����� ���.�,��
%�87 �G��'������O���D'#
%�=�N
	�;'@�������%�����:�����G����� '�
%��+ �	�����	����
%�L��� 
%�����#�*��
?��
%��'��4���.�
�����/�&'D
	�Q
%���(���"���#����
%$&�������.�#���������3����
�����
e&H�%��
%� ��	�,�����0
.�%���B��
�$&�%�����=�����#��$ ����
.�5���.�#��

�B�E$L�������������P
%� � ��������
�7�
��/����$&���������<���"����
8���.'#���&��������'�����
%��2�!C2�! �E�#�.'#����
������@
8���($�
8���>� �
����� ����
%���.����
%�������N�	���%
%��������$ ������'�����&H���4��� ���#'?����
%�e2�!CR &"�<�	���.������������'#
%�.�����������"�1
	�������5�����
��
0��$X�.��
.�%�N����� ���S�R
	&5=��#'?�������n���������N$�������$&���#����������� '#
%��+��������3����
��L'@�������%�#��! ���#'#�����
�����	�r�B�O�.������.�B������$ 	 ����� '#
%��+��������3����
���'@��������������
 $�������'@�������%�����(���.��������
/'#�	����
%�N
	�

%��� ���"�����,��
%$&�����E���#�=�������	����
%�7��
0�	�L��'�'#�����*������$&
��������D�������7�����'����� ��������
%�.�<'@��
����#� &+�
�����"
���������
����%�?�B�`$+��
.� �����	�!��� �.����'?����'��*����� �-��
����������%�!����� �.
��O��
%��'���&����0� �N�����	�����#�"�c!
�Q���;��
������ �O�����%� �����#� 
	�.�����;���#����'@��������'��	
����B'#������
	� �����������=����'#�������D�����	��'@�e��
%�-����� � �����?��
�7

��.����$0�	������
%�"� &.�����������	!1A!�.�x$+��
.���������%�B
	�������B�N��$e&G���F
	� ����� '@���������#�F��� �N���������L��
%�S���.�
�������%���\7�
�&5=���'������%�(����
	&�����$ ����
������L���������g�.���
%��.�#'#��������� �(�������	������� ��
 +����P�Q�%
5
5�4�����	���S7

	F &G�?�-�B���#� $�������$&���#�����e&H
����)���.�e����� '@�������%�#�(�����)����� '#
%�=�(
�� ����������������������'	! � �.�
�S_8�G�������#��'��(�������<�����������������S79
�&5=���'����>�%� 
��.����$��'���3����
��*����
.���������1�����3� $&���"�'����� '@�������%���
�������� �N������������
%��%�����������*'#��
%���B��
*�����O����
�&��	�/
��/����$e��$ 	 �w����� �N������������� �S
N���������������O����� 7

	F?��
%� �N�O�����%�x������'?����
%�P
	�G�����#���Q�����'@�������%���B���F�����"��! A!�����;$�������� �����	�H�B�D'��	����
����������

%�2�����P'#
%�=�4
���������������7��������',��
V+����2����� � �����?��
�79
��.����$0�	�r����
��+� ������'��&���W�B
��.���2
v���#� 7
����$*�����<�����,�����%��
%� 
	� �����L����
%�"�*�����	�N��� �5�.������� $0�	�+�D����� '@���	���%�#��! �E�S�%�������.�#��������
"���
���#���)��
����������(���.�*����
%���.����
%�������0������
%��������$ ��
,��$*����
.�%�(���0���#��$��
	�S����� '#
%�=�!
	�1�������������



4.b�P

�����/�&'`��������� $�������$&���#�����<���.�<�N��$L&H�#�D
	� ����� '@�������%����! � ���E�	������
"��'@�����#��'��4'�
%�����������
���L�=�@���=�������X����
%$ �#�#��
E����� '@�������%��� 	������4��
%���/����
�����
������D&"�D����� �E����� ���#����'@����������
%�
�����O&H�#�=����
%���/����
���� ���P���#��$&�F
��G�����!'#
%�=�;
	�G���#��������� ��������'����������D������
v� �W�%�>�%�����N��$e&G���

	�O����� '#
���+ �������	����
%�2'@�������%���,�	� ���	'@�A�%�#�.�#���3����
�� ! 0/
������	�n����&�������'��������D�.
L���N���.�
����$�����1�������������%���\7�
�&N=��#'�������������%
%��������$��-�S_/'����.�F�����	�F�	�F�#��'@���%�#�.�#���3����
�� 
/���
%�.���<������
.�
�G�����%�����N��$e&G���D
�� ��������
%$����&'@��
%���#��������$&���
G&G� '@���	���%���@!
A!���e���������.
�7�'�
8���<
	� ����� ����� �S�%
%���.����
%�����=�)������
%��������$ ��
%�(�G�����=����'����������������'n����$0�	���
������.�`��
�����
.������� �
4�!%�B�������E�������)�����N��
%���.����
%�E�%�>�%�#�V&"�)�O�	���������#���	����
%��	 �.�����5��
����%�����J'#
���+ �������	����
%���\!
;8!%f�
%�4�#��'@�I�%�#�.�#���3����
��M�����M�#��'@� �������>�5�������	� 
��!�����?�H
����.�O�	����
%� �,���#���#'����������.
%$&���
n
�������������	����
%�.����$�
%���L�����?�������������	����
%�.�4��'?���>�%�?���.�������L�����X��
%������'#
%$��������H�#����
5�

����� ��
%�N����'@�:���#�=�������	����
%�6+����K�����&���������%��$��#�"� �����3�<$����.��$��'�#���(���.�&'�
%���<
	�B�������
��
%���.����
%� !

B�!a� � �����<�N��$e&G���E
	��%�#�.�#���3����
����������O�����%�#��������)����� �N��$L&H�#�D
	�F'@�������%���*������
.�B���V&+�
�����`����
.�/�����#� � ����
�� !

� 
%���+�?;2��� �N�������#����
�$&�V�)���������#�X���#��'#�����.����
%� ! #���'������.
��X��
��&��
%$&� �%�>�%�#� �	�������7
	�
n

'#
%$*�������<�	��� �����	����&.���N��
%���.����
%������$*�����/�����,�	�E$�
%���
n
����� '�
%��+ �	�����	����
%�7'@�������%�#��!!A!���

�����	��
%� ���S
%��'���$�
%���;�����;�����#� 
	�.�����;�����	��'@��������'#�;�����	�q�B
��.��� �����.���#���#�"�;�	&H
��.�
Popsize×

ln
�G
����"��� �3�*���	'@�T���#�������	����
%� �%�%�>�%�#� �����	�w���������

l = 4


Popsize = 100

�����
n = 10



�������*��
������ ��� �5�.�����

100 × 410 ∼ 108 ���	�������	����
%���G�H�#�����#�������	����
%� ! y;��'@� �S���	�����	����
%�
��� �N���������<�	� $&���"� ������������
%�.� ��� ����������������������$&� ��� �������%��'���
%� 	 �	&H
��.�

800
�(��
)�S�%�#�����

�����<'#
%$*���.���#�D�S_/�#'��.����� 
%����������������
%� �H�#�
10−9 ���#'#
���� 
 
%�.�e�%�����#���	����
%����
������L��� �N�������

�#�����+���K����'#
%������������'@�M������������� ���#������&�����!6��� �.����'?����'��	
F�����0����$&�&���#�������M��
6����
5'#���������.�
�G
������O�	����
%� ���.��������
%�.���%�����#���	����
%�K���<$�
%�����������K�����	�n&G��'��	�.���X���:����������
 ��'�'#�����4��

�����>���������5�����������4��� $��#$�
%���	
 ���������:��
 $��#$�
%���2���.� &H�#�=�P�#���#$��#�"�P
	�E����'@� �%�#�.�#���3����
��
��
 ���#'�
%�,� ���.�K���������5�����������:
	�4����� � ��������
�7�
��/����$&���%����
%�"�c
 �������.
��.�7$&���"����
��������M
	�������

v���#�������	�.� ���.� ��
P�����N����
%���.����
%�������0������
%��������$ !
f �����.���`2�!CRX�����#�����"���*���.�e����������
/7�'#
5���e��
�� �H
%���"�Q;0�	&H
.�%��!Qf�
%�D����'@�L�������>�5�������	�S����� ��
%�
����'@�J�%�����#���	����
%� 
 ��� ���#�������	���

n
����$��#�4
%���:�����#$ ��$�
%���L�����E���#�=�������	����
%���4�����	�,���.���

�����/�&'n��
%�E������'#
����������#�����6�H�#����
8�@!Wf�
%�E�������*������$�
 �B�e�������#��$����.�4�����4������$:�����	�*��$*�������#�
�����7��$&�������#�=�&'�
%���*��
%�,���.�����������>�5�������	� ! A!������$&�#�����P�����3�X��� �H�#� ��
%��$

n
���	�������	����
%���

��
%�*���	'@�2�������>�/��������� ����� �#��'@� �%�#�������	����
%�@!<A!������
��@�	� �N��$L&H�#� 
	� �S���	�����	����
%�.� ��
%�*�#��'@�
�%�#�������	����
%�4��� ���5�.�

Popsize× l×n �����=��������
�� Popsize× ln 
%�������F��������'#��� ������N��$e&G��� 
	�
���	�������	����
%���!�P��
���! � ���N'#
������L�	�,$����"�E���n��
���
�����
����S�	�������3��� �����G�����

ln
��
%���.����
%�����


&G�*'��#�=�@�����0��
e+����>�����w&H�#�=�!��
����.����
%�&��� �N�����������,�	�B$&
%�=�
n
�����M'#
%�8+ �������	����
%�:'@�������%�#��!

A!������.�����#�F��� �N�������B����$*������! u ������$����%
	�����c�%�B�����g&H�#�=�F��
%���.����
%�`��
%�S�����]+����=�
n
'@�������%���

�������L���#���G��'�� ��
:�����L�.��� �	�����W����� ��
%���.����
%� !w� �
n
���(��
��(��
5
:�O�����%�	
H�������D�B�,���.���,�����#�

��� ���.�������S�/��
����W���	���	�%���	��� �����	� ���*���Q�G
%������&����4��
)'#
%$*���.���,�����1�������H
%������&.���4��
%���/����
�����!
A!�����?��
������ �.��
.�5����� �����Q�H
%���"���:
%� ������� �����?��
�79
��.����$&���%����
%�"�E��
%�:���.�D+����=�

n
���	�������


	����.�?����� '#
%�8+ �������	����
%�K'@�������%����!LA!�.�0�����,��������������
F���N�����3�<��
��I$+��
.�C�%
��6'#������
	�
��
L���.���n��
��4�O�	�,�%�G�	���������4
	�

n
�&�S�%���J��
��

n = 20
	)������'@�M��� ��
��������	�������,�����S
 ���'�B
	�����

��� �N������� �	&H
��.�
420 ∼ 1012 ���	�������	����
%������)
�����'������	
 �	&H
��.�D$�
%���*������� 9

�����5� 	 �������>�����



4.b	R

���������
	�������������������
k ����������
	���������! 
1
��"

n �#�#%$ �����
&������'("��
�%������()
������"�����*!����"���'+��,��-��&�������+��� $ ������.���".� $
$ ������&����/��0�������( %��&�������213)��.��������547698:��&�����
��0/��� $ ��������;�".� $�<�=
#�#+> ��������'+��,
�-�����?('���;���'@�9��;A�����!&�" $ � > "�)B����������/�����

kC � $ ��0������?( D�9��
0�&�" $ �54E?28 $ ������&����/��0������� <
#�# &�,
����'����'F��,��-�����? > ".)B������G >�> &." $ �-,
� $ ���
&�)���� $ �.�
HI�J4A&�" $ �K4L?28 $ ������&��
�.��0���
���M8 C � $ �
0������? <DN &���)�)
������0�&." $ �M1O? =�< �#�# ��P������;���'+��,
�F�����.���-" > ��,� $ ������

?Q1 $ �����
&��
�.��0
��
��� =  C � $ ��0������?
#�# ��P������;���'+��,
�!&�" $ �!" > ��,
�%����������/�
���
&���)�)�������0
&�" $ �M13? =  R&." $ �K4E?S8 $ �����
&��
�.��0
��
���T8 C � $ ��0������? <�<

U
U
#�# &."���P����;���'+��,��@���/� C �.)!" >WV�X�Y &."�� > �'���)
����."��B&�,
����'�� $@> "�)-��,; $W$ "��.���;�"��
#�# &."���P���)
�.�W��"F��� > �.����� V�X�YR$ "������;�".�
V�X�Y 0
&�".� > �'T13? =  F)
�.Z����)
�.��0 V�X�Y 0
&�"�� > �'[4E?S8 $ �����
&��
�.��0
��
���T8 C � $ ��0������? <

U
f ���������W2�!<R�� � ��������
/7�'#
5���`��
%�!���#����'@�.�����,���.��� �����?��
�79
��.����$&��� ����
%�"�c!


��.����$&��������' �+�5�H
����.�#�����;
	�H
%���!���	�������	����
%�L�H�#�
10−7 ���#'�
%����� ��
`+����,�����O+������ 20

�H
%���+��� 
	�
������� �����?��
�79
��.����$&��������
%�"��! 0/
N�����,��$��g������c�%�������� �����?��
�79
��.����$0�	�N����
%�"� ������


20
�����

'#
%��+��������3����
�� '@�������%����
	����� ���S_5�r�%�#�������	����
%�N���	�1��
D�=�@���=�q�������<�a�G
������O�	����
%� $&�	��� 
��.���.�
&G�����;���������5�����������r$+��
.�������,��
 �����	�H�H
%���"�c!��N�>�%���P�����	� ���D���c�%�D�W�G
������O�	����
%�4
	�H����$��������
���'��� − ���.'#���#���������>�����G�H
��������	����
%� ������
.��� �E&G�?�����#�N���#����'@���	� �����P'�
%��� 
	��$&
����,$��#$�
%���
'#
%������$*�.����
%�M����� �����,�%���4
.�%�������#�	������
%�4�����:�S�%
%���.����
%�����=�6�����%
%�������.$ − ������'@���������	�������
����&H�������#� � 05�������������6����
�$ �����V&H�#�=�&��
%���/����
��A��
%�

20
����� '#
%�8+ �������	����
%� '@�������%���&
��

��
%$��4
������#�Q�G
������O�	����
%� �Z����������� 
 ������
>��
��Q$+��
.� ������'@� �������	������� �B�,����
������6��������

&G� �,�����<��
0���	$X�����N'#
%�����#'?�����>����� � ��������
/7�
��.����$&���@����
%�"�c!ay �%��� ���r�B�<'#
������L�S���	�����	��� �����
��������
����.����
%��� ���@�	���������W����
%$R�����a&H�#��� 7-$+��
.�����H
%���+� �3�;���%�����*�%�����#���	����
%� 
%���.��� ��
���������
��
����
.�5�������.�`������� �����P'#�#�=�@�����"���L�����	�W�B�P���c���*��
�� ���������,��� � �����?��
�79
��.����$0�	�q����
%�"�c!�f�
%�
��������
8���*���c��� ��
,
����.�#�'@��
���'#�E�������:�����5�����,�������H
%������&����(��
����.����
%���H�������)�e�%�>�%�#�>�N��$e&G���

	�%����� '�
%��+ �	�����	����
%��'@�������%����! ���#$&���,$ �����	�����If ���	�����X2�!<R �B�:�.�#���M��
 ����'#
%$*���.���
�����P�N��$L&H�#�N
	�g����� '@�������%�#�`��
%� ���	'@�K���������5��������� ��� ����� ���c�/�����)��������� ���.�

n
������$&�w��
%�

������'��������#�"���%�#�������	����
%� �,�.�t&G��'��	�.��� ��� ��
K��
��X$+��
.� ���I�����	����'#����
.� $0�	�+� ����
'#
%��+��������3����
��K'@���	���%�#����������� �5�.�������:��
%�N�������<�.��� ��
����.����
%� !0A!�����<���'�����&��
�����������
'#
%��+��������3����
��M'@�������%���X�H�#� ��
%��$����J���.������� �����)'��.�������"�X���#�������	����
%� '��	� �.����
2'@�������%���
��
%�����������������5��
��.�n�%�����#���	����
%� 
 ��
 &H
����K���.�&�N��$L&H�#�<
	�a����� '#
���+ �������	����
%�2'@�������%���
�����>�����N'�
%���D
	� ����
%���/����
��>'#
������V���#'������	���`����
%$ 
%���`�%�#�.�#���3����
��)��
,�����N���\_/��!
# �������7�������:$�������
5�t��
5�#�:��
	�E����
.�5���.�����.�D����
%��� � ��������
�7�
��/����$&���O����
��+��
����&�����>���S� 7
�#���	�1�.��'#�n����
	�G���������#��!Qf �����=�����	
��B�4���c�%�,��'#�#�=�@�����"����
��L�����<$0�v_.��$L��$ �N��$e&G���(
	�H����
'@�������%���*�����,��
%���/����
���� ��
��.��� ��� �5�.������!ey;��'@� �%�����#���	����
%� ��$X���������(�	�*$&
%�=�

n
����� '#
%�87

+ �������	����
%�>'@���������#�(��
*��� '����7����
�������� �����%
���������$ �����#�L����� �������>�/�����������B
	� �����N'��������#�"�
�G
������O�	����
%�L��� �N�������P$�
%���4������� �����P�����%�����w&G
	�����2�,�H�#'#�>+����T&"� ���.�*�.��
.�5������� ��� ������$��

	�W����� '@�������%�#��! 0/��'#
%��� 
O&G��'��	�.�������L'#������
	�0��������'@�t��
%�������!'@���	���%�#�0
	�w���.����������$
����
.�5�������(��
%�B����� �������������	����
%�.��
8��� ������
.� ����� �����%
%��������$R��
����#����'������� +.���������!��
%���/����
�����	�



4.b 	

����'@� �%�#�.�#���3����
�� !FA!�����E�	����
.���B�����N���#����'@�)��
���
5'����!
%�>�����'����� '@���������#�������	�a�.�#'#���������
�����*$�
%�=�B���.�*'#
%�=�!
	�S���#������������������'	! �D�#��'��w�B�*�����0�	��#��'@�V�%�#�������	����
%�&��
L����'#���������W&+�
�����,�����,�%�����*��$&
	���"�W�G
�������&����<������'�
%���N
�� �����,��
����.����
%� 
 ���������*�����,'�
%���=�����	���"�*�����	�*���.�
�5�.$L&G���*
	� �	����������
%���	�q����� '@�������%�#� ���(��$&�������#���������

n
! A!�.���*����������������'e�.
/���*��
��Q�%�����

���"�>�����,��������'#�N�����	�x��� ���������@+����>���.��� �����?��
�79
��.����$&��������
%�"�O&��.�E�	������	���O���N�����&��
��%�?�
�����L&H�#�=�N����
�����7 ������$ ��$X�.��
.�%��$&���+�Q��
%�*�����S� �N��$L&H�#� 
��g���� '#
%�8+ �������	����
%� '@�������%�#��!
A!���#���*��� ��
�
������#� '@��
%��'#�(���"�5�B���0��
n+����E��
/
5�&��
%���/����
����]���.�#�:����$����������*���.�(�N��$L&H�#��
	�
���	�������	����
%���g��� ������
v� 
��.�����������#��!
� �.���	���.��
"��'@����� ��
��4�����?&H�#�=��
%���*��
%�4��������'@�������L����� � ��������
/7�
��.����$&�������
%�"�����2������$��

	�W&H
����J
�&5=��#'?���>�%�#��! �D
v�������#��
 �����������K$�������
8� �����3����
5�#�&��
��&������� 
%�J�����L�N��$e&G���

	�%����� '@�������%������
 ��������'@�A��
%�<�����:$L�������M7�
�&5=���'������%����
����.����
%��� �������L�������������,$2
	����
��
&G�������E�	&����;��
%+����e�%
5
5�N�����	�.�S7�
�FQ�"&G�?�-�B���#�4�����;�-�B
E'#
%������'��������D
�&5=���'������%����!#K����'��,���������

v���#������$*����������!�����%��
���� �������P�����!���#�����;�N��$e&G��� 
	� ����2'#
%��+��������3����
��,'@�������%���H&G��'��	�����
�B��$+��
.� �����	�Q�B�P��������
�� �	&����<��
:��������'@�2�����e����
%�������#����'@�2�,����'#��!<A!���P�����	���"�@�	�%�4
	�

���� ��
����.����
%� ���*�����	� ��� ����� �E&���������79���D�����G���`&G
��.���K
��2�����P�5�.$L&G��� 
	�O���� '@�������%���
�����	�*��
%$��,��
%���.����
%� ������� ��� �N�������	!n����������������
%�@
 ���*�.
>��
��N���c�%�,��
V+����2�)�=�����	������� ��
%�
�����	��'@�������0���.� 	 '�
%��� 7 ����� '@���������#���e���������`���������<���G�����������:$&
����*
�� 
����D����$�� ���=�/�����0��

���#'������	���:���.�:'#
%�=�L����������$&������$��'�������:�����:�N��$L&H�#��
��%����� '@�������%�#��! A 
 $&�	$��0� ������$
&G�?�-�B���#� ���.��������'�����
%� �	��� ����'�����
%��2�!C2�


X
���������������+�������&�����<�����E
	� ���#������&����N��
%���.����
%�.�

x



�����	�O���<�	���N��� ���#�!�������N���B�����`�%��
	&����
� ��������
/7�
��.����$&���H�����
X ′ 
�� �.
%�87-�.
%$&�����	�����E�H
%���"���

x′
�����	�(���.���4���.�4��$&�������#�=�D'#
%�=� 
	�F�����#��� �%��
����������%�a�������������X������������'#�<
	�

ε
	 ∈ N

�a�����
'#
%��+��������3����
���'@���	���%�#� �������������,�H�#'��(��
0�����4��
%���.����
%�

x∗
��
��.���D�����������������<�O���=�%�G������
5� !

� �������L�)����'?����
��
cost(y)

���������������+��� �����P'#
%�=�N
	�(�%��
����������
y
�����

bgp(y)
�����.���#���#�"���N���.�

��$&�������#���B�N��$L&H�#��
	������ '#
%�8+ �������	����
%�)'@�������%������� �N���������7��
*�����O����
�$ �%��
����������
x∗
��


�%��
����������
y

.�����#�

∀x′ ∈ X ′ : @x ∈ X : cost(x) < cost(x′) ∧ bgp(x) < bgp(x′)
!

A!������#�	�����F'#
��.���4���.���!��
�����'#���4�����	� ������� ����� ����
%���/����
�������� �	���%
%��������$ ��
5�#�F�.
��F'�
%�"�@�����
���"�>'#��
%����
v���#��!g#��'��
P��
��D�\_.'@�������%�<������
%��$0�3����
��?&G�?�-�B���#�D���������+���(�	����
�FQ������������
�&��/�
����'@�K�������>�5�������	�F����
%�����#� 	�
%�'������� �w�����H�#����������
%�2����� �����O�	�������,'#
%�=�c!>A!�����������<�7����$*�����
�����	��
%�A��
%�<�����	��! A!���>�������%���\7�
�&N=��#'��������:�����%
%��������$8�����,����
.���M�����	�����.�:��FG�#'?�������V�������

	�!'#��
%����
.�%�#�n����<�����X�G
%������&���������� 
�����=�/��������
L��$X����
.�%������'@�M��
%���.����
%�T&"�2'@�������%����� �	�
$0���"�K�����#$�� 	 �������������	����
%�.� �4�����H
%������&.���	!2A!���)��FG�#'?���>�%�V�����=�,
	�D�����)�����%
%�������.$8���,��
��
�����P'#��
%����
.�%�#��!0A!����'@��
%��'#����$�
%���:�������-��
 ����FG�#���#�"�'�%��
������������ 
	�������G�������#�"��� ���N��
��
'#��������'����;���6�����:��������'@� ! u ����
.�������L$&���"��������$&� ��
6&H�:'@����������� �	�,�#��'@�J�%�#�������	����
%��
%�
�����)
������#�,���	���J�����,�.���#�������)�����,�%�����,��$X�.��
.�%��$&���+���P���M�����)��������'@� !t05
 ��
��,�����	��'@�������
��
%� ����� � ��������
/7�
��.����$&��� ����
��+�<
	��� �%��
	��������������
�&����#$ 
"���0���c������
������2�����3�<�����0$�
%���
��FG�#'�������� �����%
���������$ ���0����� 
%���������	�7�	����
.���0���>$0�	�+�J'@�������%�#�)
	�'�%��
����������:��
%�:�#��'@�
�������>�5�������	� ! ���#��������'��������0�����P�5�.$L&G��� 
	�(����� '@���	���%�#� ���5�.�<���.��
%$&�	����'��	�����?����
.�5������� �
���������S79
	F:&H���-���#���2�����,��FG�#'?���>�%�#�.�#��� 
	� �����,���#����'@�2����� ������'#
��������������+�*
%� �����,�N��$e&G���

	� ���� '#
%��+��������3����
��7'@�������%����!



4.b	U

���%$�� � � ���Ej <]pqj�o � � � p � � �	� �ak �no�� �

� �J��
6��
.�`
x���L���c�%�L$0�	�.�7����� �����,��$*�.����
%� �����	�����.����������'��.�#$&�������*�B�����D$+��
.���
&G�S��
%����������� ! A!�����S���1�.
��S���,�.�����'�.����'?����'��	! A!������'@���#$��H�B�����c�%�]���������#�"�����,���N���#'�����
%�n2�!CR
�B
%��$+�*
%��������'��������#�"�(��������'e�.�#$&����� 
H���#�.'#�,�����,��$������X���,���������	�/�V$5�.
v� ���c!�A!���#�������
�G&.���P�����,���N������� �;��
.� ��
G����������'?�������W��
%�=����'�
%$&�����4��������'`���#$&����� �
A!���������%
���������$ ��
5�#� ��
��`$+��
.�R�-�B
)���������%� �(�����L�)�/�9�����P��������'�����$0�	���2����� �����G����
��
��.���#��!'#K�L��
>��
	�W$+��
.� ��
%� ������'@�6�������������	����
%�.�Q�B�,��������� ��������������'	! �B���	�.���#�`B:���	�
����
.���P�����	� �*�O�����%�g�����	'�����
%��
	� ����� u 0L���	����� ���#�����=�@�	&����x&��.� �*�����%�.��+�'#���"� ������'?����
%�e�B���
���#���	���>�%�����P���.
%��� 7����>�%��� ! �B���	�/���#�xB4�����B������
4'#
���+���$���� M4.B�^��Q'�
%��'��#���.�����������(�=�@�	&����������P
	�
�����*����� ��
��.�����W��
%�*�����P�����,�%�����W������'�����
%� 
	� ���.�P��������'�!�A!�.���N�����	&�����������������
%�=�9�����	�������
��
/�����.
�� ���#�������;��
'����������'?�B
.���#�(���.��'@���������������	$C������$e�B�D���.
������&�������0���.�D��������'a��
%� �
����������'����O���(���#�=�������	����
%� ! �9�
%�����&���������(��������	���������5�����4
%�)�#��
����%�)$&�#���,�����#$��#�"��������
������
����
.�5����� �%
5
8�&���#���������(��
%� �����%�)�.�9�.���	
8&��.�x���*���c���(��
e+����:
��.�B��
.� $L��'@�E���	���'���*�������
��
 �@�	$	�����"��
K��'#'�
����"�P��
2
�&.�@�	���M�����V&H�#�=�0���#�,�.�����G����
�$ 
����G$+��
.���������%�7
	�(�����>��������'
���#$&����� �����J����� ��
��.������� ������
%��$&�	����
%� !�f ���������#��$&
����	
 �������.���4'@���	�.�����L�B�>'�
%�����������
�����	�:���:���?&H�������#�?��
%�:�A����
.�5�������0��
I$+��
.� ����� ��
��@���D�N��$L&H�#�>
	�n����� '#
%��+��������3����
��
'@�������%����'#
�$X���	�����K��
��������.��� �	�����L���� ��
	�.������������������
L�������2
%���������.�����5��
����e��� � � �
��
%���.����
%� ! u ��
������#����#'@������'���� ����
	&�����$ 
	�S���#���/������
%�:����� �O�	���x��� � � �!��
%���.����
%�0��
e+����>���.�
'��������#�"� � �����?��
�79
��.����$&��������
��+�B���;�����3�g���*��������� �.
���
��g$5�.
v�3���.��'@�>��
����.����
%��
	� �����Q����
��+�
�����G����
v�5�����#�`��	�+��� ��
�'@�.
/
%���	
 ��
.�C$0�	�+�6����� '@�������%���4�	����������
.�B��� !?05
 ���0����
������
���c�%�L��
6���������?����
%$ �%���������,����� � � � �����?��
�79
��.����$&���O����
%�"�0��
:+���� ��
8��� � � ��! A!�.���:���0��
��
�G
%������&�����&H�#'#�	��������
5����� � �`����
%�"�<'#
��.���T&G�P$�
%���P'#
���������
1���#�.'#�0��� �N�����������)�����������	��'@����

����
������#��� ���,$&���"�L��������'�����
%��� ��
.��������F���.�!����� ����
%�"� 	 ������'@�����%�.
 �.
�� $+��
.� �S! A!���!�������
����������
	�;������� ��������
%��'@�D�B
	�����6&H�4�����	�w���,���@�	���w����
%$ �?�H
����#�"�����������V���������	����&.���4�����%��
%� 

�B�W��
������)���.�#�7�,�H�#���7
����!����$&�E�����5�����,��
�+����V����������&���� ��
%���.����
%����
.���.�����#�	�7
	� �\_8����
%�������
������� �	������
�7�
	�.����$0��� ����
��+��!
0/
������ $0�������5�.�#������
%� �B� ���=�>��
&���������#�E���)�����������#'?����
%�����D����� 
%���N
	� ��
.� ��
%���P���)���.�
������������
��.���A���E�%
 ���M
��,�����4��
D&H�)�	&����&��
D+����6���.�E&G����������������'�����
%�6����������$���
	�����.�
�����������#��$ ������$X���4���.
������������N��
&�������L��������' ��
.��������E�X�������������	����
%� �2A1
:���.�����#�E�������
�5�.�#������
%�@
 �B�G��
>��
	� ��������
V&�������� $�
5���#��� ��
%�*�����L�	������
����w����$5�.
v���.�<
	� 
��.�W����
�&.���#$ !
A!������������
%� ���������	�G���	����
	��������
.�5���.�#����'��	�J���c�������>FQ�������+�P��������'>���5�G���0��'�'#
%���������2��

���������*�����������g����
	+��������X���#���(��������FG�#���#�"�:'@���	����'?���#�����=����'��0
	�(���������?���� �H�#�#����������! 0/

���#���������E
	&.�@���������7���7
%���`���	������'��������!'#
��+���S_5�Q������� �.��FG�#����������
������#��!��E
	� $+��
.�������X�����3�
�����(�����*��$X�H
%�������"�]����
��H�#�=�����#�
	�-�����(��������'Q��
%�B
����g����������'��.�O���]����
	&�����$�
5$&
5�����������<������
������
	����� ! � 
5�����������4��� �N�������#��	���,�.$X�.����
%�.��	&H
��.� �����%�����	�,�������B
	�-�����($�
5���#���������5�����#$ 
������'@�V�B�`��
���
������.���	!
�S�S� �q�������.
��.� �D$�
5���#� 
v��� ���#��� 
%�N�������#� $&
��+�����1
	� u &������#��� ���3�@��!rf�
%�S����'@�n����� �����	�1���	�
��
�&H�N�����/�&'<�#�����������#����� 
 �B���=�9���/�7����� � �����?��
�79
��.����$&��� ����
%�"�%��
�������&"��
	���*�����%
%�������.$
�%�����#� �����	�G�������#���M
%�M����� � �	������
�7�
	�.����$0���]����
%�"�G��
%���������������

t
�����5����
[����������'��P���.�

�)�.�9����� �����/�&'W�.�#$&����� ! # ���	�O���'��
���
%�!����'@�������>��������W��
%����
.������� �
4�!a&�������� 
%�6���.�V����� ��
��/�������L�@�	&.���#�4
	�������E����
.�/�����#��
H�������#��$����.�0������
����%�I������'@�
�����=�����#��$ ����'@�3�������������	����
%�J����
	�����t&H�L���#�"�>�>�`����� �B���?�.����� ��
:��
%� ������I���.�
��������' �



4.b	^

;8!O��
%�B�#��'@�?�	�����.�*
	�-���.�(����$&�a�������.
v�
t

�'�
%$*���.���D������� �����?��
�79
��.����$&��������
%�"�x��
������.�

��������'W���#$&�����7
	�1�����N�O�	���
t
�����/� �

B�!�'#
%$*���.���,�����P'#
����<
	������� � ��������
�7�
��/����$&���"����
%�"�`��
������2���T�H
%���"�n;���
%� ��������
%�=���87
'#
%$������������/�&'W�.�#$&����� !

#��:'#��� ��
.� '#
%$*���.���0����� � �����?��
�79
��.����$&��� ����
%�"���n��
%�4���.�0�������#�>$�
%�"�����4
	������� u &��>7
���#�.�4��������'L���	����
Q
%�.�e��
%�(�#��'@�6�	�������<
	�;�����<����$��n��������
.�`!W���2�	����������
%����
?�%�#�.�#���3�������
$0���"� + �������#��
1���6�����	'�����'#�e���G��
)��
�� ���.���,�����,
����G
%�=�9���.�����7��
>'@��
5
%���,�����,�����%�"�*����$&�
��������
.� ����'@�������>��
������	�!����� 	 &H�#������� �����?��
�79
��.����$0�	� ����
��+�a������� &H�W��
������V��
%����.� �.�S_5�
������! �����=������� 
 ������
.�5�������g�������Q���c���*��
P'@��
5
%���N�e�	�������*
	�S���.�*����$��Q��������
.� �����7��$0�v_57
��$L��$ �5�.$L&G���&
��W����� '@���������#�&��
:&H��$&�	���)�S�%�#�=�Z��� �M��
:�%�?��
%��� �G
%���"�*����
%$ ���.�
� ��������
/7�
��.����$&���q����
%�"�c! u ����
.�5�������W�������r����
	&��	&���� �����������N��
)���c�%�����2������
%��������$ ����
%���
�������	$&�?���#���G��
���
	�0���c������
2'@�������%�L�S�%�#�=� �����I�	��� &H� ����
.�5������� ������� �	� ���.'#�#�=�@�����
��
%���/79������$d���O���.����� �"�����7
��F�������������0�����!��������'`��
��E�P'@��
%��'#� 
	� ����� $0�/_/��$0���G�N��$L&H�#�D
	�
���������?���� '@�������%���!�������7���c�5�����,��
�'@�.
/
%��� �G�H
%���+�
%�>������� �	������
�7�
	�.����$0��� ����
��+���#��'@�
������!
f �����.���a2�! 	'�����#�����"���B�����Q�%��
�&���� � ��������
/7�
��.����$&��������
%�"���(��
�� ���������E$�
%�"������
	�Q����� u &������#���
���	�@� M4 � ! #��W�.�����)���.� $&
%�"�����
	� �	������
 �	�����	
 u ���������D�	��� 0/���/���#$e&G���Q;�b�b ; ��
�����������'?�
����'@�E�����0
	� �	�����	
 u �������=������� 0/���.����$L&H�#��! A!�.�#��� ��������'(�=�@�	�����=����'��(���#���W�������)��
��%�?�������
�������6��
��.�'�.��FG�#�����"�e���� ��
��.�������>�@��&������`����
%$ ��
	���N$0�v=�
��*������� 794*�.��
.�5��������� �����3�'���#���
�"�	���.�#�����0
%� � ������
%�&��
��.���S7 �5������� M4�4.^�� ��
4����$L�.�O�	��������%�����=�����#��$ ����
.�5���.�#����! #��D'@��
%���
����� ���	&������r����
%$ ��
���� $&�v=�
%�"����
v�5�����#�������
%$ � '?��
�&H�#�

3rd ;	b�b ; � u A�� AW
�08�������"�c
��-�S�%�#��B
����� 1;�#����
�! �E���������7$�
%���,���#'��#�"������� ��
��.�������>�@�	&.���,�����	�2������������'��#�`��	� ��
������,�����
�����	�D�	��� u 0>�N��$e&G�����D
	� ����� ��������'N������'��#�O��
������V&H�`$5�.
v���@!�A!���`���.�,�H
%��� 
	� '@��
/
��������
���������4�����,���N������� 7 4'����
v�5�����#����� ����� ���	&������%�B���D��
��.��
.�5����� �#��
	���%� ����������������'?����
%�����.�
�����	'@���	&����������7
	�;����� u 05�#� 
.�%���N�����e��
��.�*������$+��!'y;��'@�6+ �������,����
.��� ����� � ��������
/7�
��.����$&���
����
%�"���H��
%� ����'@�X���	�����D
	� �����D����$��O��������
.�`! #K�(����
.� 
%�������	�������#� 
	� 4	
�P8
 4.b8
 4vP5
�;�b�
�;	P
������B�b������/�D
%�>���.�#���`+ ���.���#��!gy;��'@���G
����"�!���������������+���(���.�N��
��@�	� '#
%�=�D
	� ���#���.�����P��������'
�����������������!������
5'��	����
%��
	�S�����W�.�#���������3����
���� u 05�#��
.�%�#������W�����=��������$ ������$+��	�'#
%$*���������:��

�����;�����������	�,�n��������
��.������� � ����� �����S�	����
5'#���	�����N$0�/_/��$0���	�N��$L&H�#�S
	� ����7'#
%��+��������3����
��
'@�������%��� ��� �5�.������� ����'@� ������! u �H
%���"� 	 _@
 ���Q�%�����#�*�������S_8�H�#'?�����T�"����� 	

1 − x �(���L������$��

	� �����4'�
%���(
	�F���#���������0��������' '#
%$*������������
&�����4'��O��������'#���q����� ��
%���.����
%�V�����#� �3�($�
%���
y
�����I'#
���+ �������	����
%�>'@�������%�#�E�����<�������������>�#��'@� �����	!
0/�����#���	���G
%���"���'�
%��'#�����������,����� ����?���N'#
%$*���.���(�����W����
�&��	� � �	������
�7�
	�.����$0��� 	�
v���#�����S� 7
�#���	�x�����5� �e����
%�"�P������� ��
 &H�>�S_8���O�	������� !If ��������
 ��
%������'#���.�����D������'@� �������������	$ ��
6�����
��
%�*�������%��� u 0�
 ���,'@��
%���������e�������������	$ ���c�5�����&����������
%�=���#�=� u 0 ���	��� ����� �0���	����
%$
'@��
%��'��E
��Q���.� ���.����������$ ���.�#�:�����%�������H���	$&������������� u 0*���	�����H�B����� ��
	����� !FA!�.��� ��$*�������#�
�����	�!�����#���<������
���
%��� ���.���������H'#
%�=�%��
�� �#�#��
?�����I'�
%��+ ���.���	����
%�)'@�������%�#�%&��.�D$&���"��
����.�
����FG�#���#��'��#�<�����P��
.�����%���4��$0�����F'#
�$X���	����� ��
7�����X�.��FG�#������'#�G&H���-���#���6��
%���.����
%��� 
%� ���.�
� ��������
/7�
��.����$&��� ����
%�"��! 0/��'#
%���@
"��
%���.����
%��� 
���������� �����?��
�79
��.����$&��� ����
%�"�;�����$�
%��
���
%��
����
���L������'��	���,
	� 
%���e������
 &��/�N��
�� ���L�����4'������,
	� 
%����$�
%�"��� ! A!�.���*���w&G��'��	�.�������.���,��$

	�(�������#���	�E$�
%��
���
%��
��.�L�)����'�����
%�.�����P��
��P$�
%��
���
%��
��������"�5$�
%����
(�%�����#���������6���G�#�	$+������!
u ����
.������� �����%�������Q����� '#
%�8+ �������	����
%�J'@�������%���:�	�����	'@�t�%�#�.�#���3����
�� ��$X�.�������,����$*���������
����� '#
%$*����������� �����?��
�79
��.����$&���@����
��+�a��
%���#��'@� �����	! � ��� $L����� &H�<�c�B�����N�����	�E�����#���<���D�
���������S79
	F?&H���-���#��������������'#���#��'?�,
	� �����!��������'@�0�	���,�����!����$X�.�������(
	� ���.� � ��������
/7�
��.����$&���



4�4cb

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

0 50 100 150 200 250

C
os

t o
f s

ol
ut

io
n

Number of upstream allocation changes

Pareto-optimal front for traffic cost vs. BGP changes trade-off

Time window = 1 day
Time window = 5 days

Time window = 10 days
Time window = 15 days
Time window = 20 days
Time window = 25 days
Time window = 30 days

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

0 50 100 150 200 250

C
os

t o
f s

ol
ut

io
n

Number of upstream allocation changes

Pareto-optimal front for traffic cost vs. BGP changes trade-off

Time window = 1 day 
Time window = 5 days

Time window = 10 days
Time window = 15 days
Time window = 20 days
Time window = 25 days
Time window = 30 days

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

0 50 100 150 200 250

C
os

t o
f s

ol
ut

io
n

Number of upstream allocation changes

Pareto-optimal front for traffic cost vs. BGP changes trade-off

Time window = 1 day 
Time window = 5 days

Time window = 10 days
Time window = 15 days
Time window = 20 days
Time window = 25 days
Time window = 30 days

f �����.���*2�! 	 � �-
%����79���#��$ � �����?��
�79
��.����$0�	� ����
%�"���n��
%� �	����� 	���
	���S
 u �������=� 	 $���������� �N�	���
0/���.���#$L&H�#��	)&G
�����
%$ �x;	b	b ;8!



4�4	4

����
%�"�c! �B
��������������������<�����*��������'@�7��
���$*����
v���*
	�1
%���w����� '#
���+ �������	����
%�>'@�������%�N�	��#��'@�
�%�#�������	����
%�V������$&�	����'��������P����
.���%�.
v���)���.� ��$X�.��
.�%��$&���+�����>���#��$&��
	�1���.� '�
%����!
�N�?���������w&��	' $4��
W+ ���.���O2�! 	8
%���.�x+����=� ��������� 
%����'��	���.
�����'#����F�������	&.���#�.'#��
	�G���#$&����$	��&����
����FG�#���#��'�� &H���-���#���0�����a�	������
���� � �	������
�7�
	�.����$0���5����
%�"���]��
��.���X&"�P���.�%�	�������#�;
	�G����������$&�
��������
.�`! A!�����F��������'��	���#�S�����	���
%�1�������1��������'x���#$&�����������G����� �@�	&����#��
%�������5�����E
%��$�
%���
�����/�E���)�����'�����=�Q�.
/���(��
��D��$X����
.�%� $L��'@�������4��
%���/����
��V��
	�����L
������.�<��
%����7 ���#��$�! A!�����
���#����������� �S_5�����#$��#�����	��������&����a&H�#'��������E����������
.��� �����(�	���%
%��������$ ��
	����
<�@��$��(���"��
��	'#'#
	���"�
����
���
	� ���	�@�,��
*����������'?�E�����W�)�.�9�.���	! u ������
������7
	���E���#���������D'�
�������&H�n����� ��
X����������'��.�O���
'#
%�"���\_5�c
 ���a��
5�#����
	�(�����G�#���!���5�����#�"�D�����	�a�.�������0�,�O�	�,�%�N��$�
����"��
	�r���	�����.�#���.�a+����������
���#���('�
%�������)��
����.����
%����
%� �.���#���	�%�	!DA!���<���#'�
%��� ����������
%���<'����L
�&��������������������3�E�����e&H�#�=�
����� ��
%���.����
%�.� 	 b������=��������$ ������
/'#�	����
%�>'@�������%���E'#���D&H�e&H�������#�D�����	� �������5������
%� �*�����
����� '#
���+ �������	����
%�I'@�������%��� 	)��� ��
K�-�B���+�����\! A!�����:$&�#�����0�����	�>�>�N�A����
v�5�����#�?�.
/���
��
��W�B���"� ��
)������� 
��2$�
%���4�����	� �-���#�"���T����� '�
%��+ �	�����	����
%� '@�������%����
1��� ���*��
��W��
%�����
�����5�����,��
P
��.����$��'�#��! � �7�����N
����.�#���������@
���� �G�.��
.�5�������D�����������.�:��
��������0
%��$&���"�E����
'#
%��+��������3����
���'@���	���%�#��
G�����#�L�����4�\_8�G��'������6�"������'#���D&H�<�����%���>+�'��	�+��
 �����H�#���.�����:
������.�
���#���	���>�%�P'#
����<
	������`�����=�����#��$ ������$+��!:A!���*�"�����K����
.���6
%�T+ �������X2�! 	>
%����� ��� ���#'�����
����
'@��
%��'���
��.���.� ���#���	���>�%�;'#
%�=� 
��.���.�]��
��.�"�������������	$ �.��
.�5���������q�B� ����$L���O�3�����W��
%�-����� u &������#���
�����/�&'��.�#$&����� !'����������� �������W�"�����L'������.
��`&G�����#�����������'�#��� ��
>
������#� �����,���	����
%����!n��� 
����
'������	
 �����0'@�����	�H�#�=�G�����=�����#��$ �.��
.�5�����������	� � '�
%����2�! P7����$��#�<��$&�������#�N�������6�����:$�
%���
�S_8�G�������>�%�N
%����! �(��FG�#���#��'��#��
	�1���"���#�,�.
%$0�	����&������������.���E������'��#�!
	� �e� ��'?��
%�B�-��
P
%�B���������
������.
�� ���.'#
%$�$&
������4�����!'��.�������"�H���+���#������� 	����#� 
 � ��� � !#! �#�#� $ � � � � ����� �#� � � 
 � $ �#� �E��
%�
�����=�@����'����\!
A!���*
��.����$��'�#�	����
%�P
	�S����'@�V����� � ������/�&' ���#$&����� 	�$&
����E�������EU�P	be�������������	����
%� u 0/�#�g�G���
����� �B��
/
�$0�	&H
��.� ;	b,$����N�.�����!
%��� � ���,�Q4�� � �N�,�.��������� �-���5�5_@!

���%$ $ � � �9: � �`pqjSmeo

�������.���D���#'?����
%���������	�������	���N�����������	���"�@�	�%���*����� �����.�a&���' $+�*
	�F�����4��������
%��'@� ���e�������
���>�������!'@���	�.���#�!��
,����' $+��� �����N���+���#����
%$&�����:��������' �#���%�������#�������G����
�&�����$�!
f �������c
 ���.��'#
%�=� 
�&5=���'������%�4'����6&H�4����������'#���6&+�L���"��
��������*
�&5=���'������%�<�����	�('����6&H�4�S�	�����87
�	������
%�7���	'@�L���"���#�,�.
%$0�	���E�������������	����
%� � �N�����������0
	� ����� ��
��.���#� 	 �����O����
 &������������.��� 
��.
��
'#
����"�G������������'#��
�!>!>! �\
���
"�	�I&���������'�������
 
��.����$&���#�����L����$L�����@���.�#
�������� ���.�>��� �N��������$&���+���P
	�
����FG�#���#�"���������'(���5�G����
>!�!�!�A!���������	���*$&���"�X�B���5���
,���	�������&�	���	�.�
������'@���#$��w��
%�g�.��FG�#� 7
�#�"�`�����=����'����O�	�(����������!Gf 
��*
��.����$&��� ��
"�	�6&��	�O����'������X��
%�*���.���@�	��'#��
 �����P
�&5=���'������%�L��
������
&G�!��
 $�������$&���#�;�����D$0�v_.��$L��$ 
	�Q�����!��������'E���#�"�B
��0���"�P������$ 	 
%� ��������
"�	�P
	� ���"�P������$ �S!
f 
�������	��
����.�����#�	�7
	� $����.��$��'�#�����N�����N'#
����D
	�F
����N��
%���.����
%� 
.
����W�B
��.���>���=�:��
�$&������$��'���
�����7$0�v_.��$L��$ �����/�&')���#�"�:
.�%���:���"� ������$�	 
%�,���.����
"�	���\!JA!�����*��
������I���.��
%$&�	����'��	�����
�����=������&��.���E���.�*�����/�&' 	 
%���
"�	���;
%�)�����H�����N�c���	���O��&����D������$+��!FA!��� $&�����>�	���	���"�@���%�*
	�1
����
���#'@�.���'�N���P���(�����W���#��������������� ������� ���#���G��'��N��
>���.�,$0����� 
�&5=���'������%��!e#K����
)��
��N'#������$ ���
������� '@���	�.���#� �����3� �������"�	��� ���w��
%�=��� �����,�SFQ
%�=�'&��.�N��� ��
%$��,'������#�`�����#���P�����P�����O�	�����%�
'#
%�=���$�
%��� ����� �������������	$ ����
.�5��������� '����X&G�D�O�	�,�%�x���(�	���D'#
%��+����#�"�B�����	�;���.�E��
%����7 ���#��$
�"������'����6&H�������%���>+�'��	�+�%��������
��.�*��$*�����5�����&�&�����%� &����,�.�#� 
%�6�����r!GA!����$&�����L�	���	���87
�@�	�%� 
��F
�������
%���.����
%�>��������3�E����'���� &H�`���#�=���#���������:�	���	�.�����)��
�
����.�#�!��������' 
	&5=��#'?�������#��!
���6�	���.������
%� 
q&H�#'��������*�B�&'@�������%�P���.� � � � ��� � � ��� � �	��������&��.���P
	������������� ��
��/���#��
F
����



4�4.;

��
%���.����
%�>'����E��
%�,$>�S�%���L���r�����J�-�����	$+�����&���O�G������
%��$&���)
%�>�����N��
	�.�����%&H����
����W�B�N�=�@���=�
�����)�����%
%�������.$�!6#K�E��
 ��
��P��� �N�������:�����	�4�����)��
����.����
%�:���)�����������������J&G�:�����E���S� �	�����
�����/�&'������=������&��.����
%� 
	�'����"! u �"�Z���S� �	�����0��
%���.����
%�J�������a��
�! ���t�����	'�����'#��
!
%���L'�
������
��$&�	�%���.���,���.�������)���.���<�����%
���������$ 
%�6�)��
��/������� ���#'���
%�n���.��'@�[���.
������2���.���#�=�<�������������+�
��
5'����M7-������� �	�����.�#�;���"��
N���.� �������
��.���#�������������.����������&��.���!�����#$ ��
4�	��� �����������%�D��
��.���#���
�.�5����$���'��	�����	!
0/�#'�
%��� 
 ���N$L���=�'&G����
������K�����	�N���.�&
%�����%�������1�@�����%��� 
	��������� '@���	�.�����4�	���P$L�������>79��
%$����
��
%�87 �����	�������e����
.�/�����#����! A!�������V����
.�5���.�#���4'#
������I&G������+.�L����
%$ �,�.'@�J� ��'@���#$��?��������
��.�
��
5
 $e��'@������
�&����#$�� �����%���,������� �����%&H�#���c�5��
%�;
	�H���.�#���]��������
��.��������!f 
�� �����	��'#
%��'��#�����
�����	�������?����
v�5�����#���>
%� �����L
��������:������� 
D�����D&H�#���S+����)
	�N
	���>�	���.��
"��'@� �	��� ���#���>'����#����!
�1�	�,�%�N�������������Q�.��
.�5���������w��
&��
��(���#'��#�������������7���c�%�4�,��'@� �����,�%� '#
����*'�
%���=�����	���"���E
%�L���.�#���
���"�����,��
%$&�����6������$+��
;��
2$&������$��'�������)���.�7'�
%���P
��E�����>�����/�&')$&���6��
�������������
%��&H�7���#���
��$*�G
%�=�@���"� ������� ���"�����	��
%$&����� ���������#�  	�R � ! 0/
%$�� &H�#���S+���� '#
������n&H����'@�����S�%���n������� �������.�����
����
.�5���������E��� ��
%$&�<'#
%�=�w�)����'?����
%�L���������#�����"���N��
%$��4�������1���"���#��������
 ��
%�D�����=�@���.'#���>�;�0�O�	�,�%�
�����	�������Q����
.�/�����#�%��	�+���(��
X+���� �X&H���������*�������#'?����
%� ��$�
%���&����� �H�#�����Q��
%�E����'@� ��
�����'#��
%�
���#�=�������	����
%� u 0 
+����
%���.����
%�������P�	���%
%��������$&� '#
������*+����:��
�$&�a&H�������#�B���������#� �����	�&���.�E
%�.�
'#�O�	������'��������G��
�������&"�E���Z�.��
���
/'�
%���!�����,��
�&����=�%�B����!
u ���	��������'#�	����
%�4
	�H
��.�;�����%
���������$��"��
������*&H���
w+����������O&H�#���H�H�#��� u 0 	 ��
	�F�����a���"�5����'����
������$5� �D��
>���#���2
%�*���#'��#�����G����' $��?��� ��
��/����
%$ ���	'@�[������+�_ 
%� u 0�! � �;�������������������W�.��
.�5�������
��
/���`�G���#�������?�������2�E���S� 	������`�.� �����6��� ��
7�?����� ���#��� �*�O�����%�4�������������`����
v�5�����#����
-�������
&�������� 
%� ��
�����79���#��$ �����/�&'4$0�	������'#�#�E$&�#���,�.���#$��#�"���*���(����
��.���D&H�L�H
%������&����<��
X+���� ���.�
&G�����a����>��
��\_/'@�������%�N��������'W�������)���.�#��� �������������a�H�#�����a��
%�������Q��
�����'#� ����� �������������	����
%���
�%��
�&���������! f�
%�<��������
 ��� � � �"0N79�#���%�����#������� �.���-��
%�,$T�B
��.���6'�
%���������,�.���0�����?&H�#�=���@�����%���
�����.'#� � � �"0,������
.�����
%� �����!��� �N������������������'O���#$&�����.� ��
W&H���c���	���O��&���� �����,�����'#
��+����
%�.
	�
����� � ���"0 �"0�� �!������
,�	����
.���;�����Q����
.�5����������
L���#'������(��
.� ����� �����/�&'Q���#$&�����:����
������?&H�
$0�	���G���)��
&�����O���"�5����'����-��
��G
���
����	! A!���'�����c�a&���' $)
	� ����
%���/����
��������0���#'@�.���'�N�����D��
&��
%�����
�,��'@�D�.��
�&����#$������������ �O��' $>
	�F���"� �����������"���#� 
	�F����� 
��.����$0�	�������&
	� �����<��
%���.����
%�E��
������ !
�E
.�B�S�%����
+�����$&�����,�	���	���"�@���%�
	�����������'@�����'�N������� �����	� ��� '����P'�
%$X�.�������B�����%������� �	�,�H�#'����
��
E&H�4�@�	$	�#�2���"��
:��'#'�
����"�`�����������:���������#����'@� ��
%� �?&H��������� ��
%���.����
%� ! � �.����$0�	������� 7 ����
5
	�
���#'@�.���'�N����� 
�� �����,
������#�*������� ������� ��
E&H�,���#���	���>�%������������'��.���(��
>�������.���,��� �����,���	����
%���
�����#��� ����� ��
%���.����
%�:��
*&H�w��
������7���O���>��'������!��
P$&
5����� �S_8������'#��������!
f �����	�����	
B
%� ����� '�
%$L&������	��
����O�	�!
��.����$&�����	����
%� ��������
a���6�����#�����"����� ���J�������0'@���	�/���#�:���
���%
����.����
%���	���&������
%��������$C'#�	���	&����(
	�1��
%���5�����L�%��
	���������L����
	&�����$&������'#���#�"������! � ����������%���S7

�&5=��#'?���>�%� 
��/����$��'�#�	����
%� �����%
%��������$ ���#��'#����&G��� ���J����'�����
%�t2�!CR:����$&
����������	�����I�����	�0�������
'#�O�	���!
	� � �7������,�V����
�&�����$&�B'#
������V&G� ��
%�������7���)���%�������.�E�B����
 &"�>'�
%$L&����������4'#��
�����
.���#�
�����>$L�.���	����
%�������"��
,������������� 	-�%�#�.������'*
��H�#���	��
%� � ! u ������
������:�������B
��H�#���	��
%�B���B�.
��!�,�.�������
��
'�G������
%��$C���"�����,��
%$&�����������/�&'D�#���%�������#�������`���������������>�Q���.�E�N��$L&H�#� 
	� �����T+������#��� ���
��
*&G� $&������$��'����� 
/���D�S_/����&��������7���"������������������'#
%� �%���,�%����'#�e����
��H�#�=�����#����
.��	�,���D�����'�%��
	&����

��.����$L��$ �����3�E$&�	$	� �����!�S��'#������'��)����$	�#���&
%�7
����.�#�a�%��
	��������������
�&.���#$���!

���%$�� � mno < : � ��jSmeo

���6��������'@���	�.���#��
H���E����
v�5������� � +������,�S�	�������3����
���
	�����.������������&���������� 
	�!�-�B�#�	$+����� ����
��
%�N���"�����,��
%$&����� �����/�&'P�����%���.�#�#��������!X#K���\_8���O���������2���2����'�����
%�T2�!CB)�����&'�
%$L&������	��
%�������



4�4cB

���	�9�.���N
	�1����� ���"�����,��
�$0�����0��������'N�#���%�����#���������G����
�&.���#$ !;A!���#�@
 ���'���#��'#����&G����
	���O+����=�
���%
����.����
%���	���&������
%��������$ ���:����'�����
%�?2�!<R�! #K�*����
.�B���)�����*$&�����&�#���#$��#�"���g��
������.�*�,��'�'#�����

	� ��
%���5�����������N�������%���S79
�&5=��#'?���>�%�w����
�&����#$ 	�$&������$��'������� '#
����D
%����� �\! #��*�����#�7���"����
5����'#���
��� ����'�����
%�Y2�!C^ ����
������#�>�S�%
%���.����
%�����=� �����%
%��������$ �����	�>��������� ��
 ������� 
�� �	�V���S� ����
'@�������%���(�	�%�H
%������&.���Q�������L���S7�
	�.����$&���#�����<���.�N��������'N
�&5=���'������%�`��
%������N�,��'�'#�#�����>�%�e��� �5��!
#�� '������������4
	�.� ����$L�.�O�	����
%���-
��4���#���"��������'g����$0�������"��
��r&H
����4������
%��������$��-�����4���	�������	�����
���������1��FG�#'��������#��������!]f ������������
 
��.� ���,���.�<
	���������
�����79���#��$ �"�����<
%�4���������B$�
%�"�����F
�����������'
���#$&������������
%$ u &.��������� �����.�#�S'@����������������������']�.�#$&�������S���.
v�����<�����	�-�����#���]�B���1��
%�"�����
�	�H���������N$&
�����������,�����a�������5��
��.�]��� �4��
N
��.����$��'�#�����������\_/�]����� � � ��������'a���#$&�����@! A!�����
��
%���/79������$ �=�9���/�6������
�����
.�����M�����3��
%�������&��������'X���#$&�������n������� 
;�L�����,�%���N��$L&H�#�<
	�
���"�����,��
%$&��������
�����'#�#�B
%�H���#�=�������	����
%��� '#
������0���c���E��
n&G�D��� � ���#�.'#���>���&
��,����� ��
e�%�?�B'���
%���
��
,�����`�%��
�&����G
��.����$&��� �	������� 
	�1�����N'#
����D
�&5=���'����>�%��!



4�4�2

� �������	��
 �

� � �	� 
 ��� � � ��� �	
 �"! � � ��� ��� ��� 
 ����� � � � �

� ����� � � � � � � � � ��� � � 
 �"� ��� ���

� �%$ &�oGp �rm � � <]pqj�mno

�����������F'@���	�.���#��
N���x+������;�S_8���������4���,����'�����
%�*P8!<;E���.�����$&���@�	����
%���-
��H�����O�������5��
��.�F'@���	�.���#��!
0/�#'?����
��:P5!<B:���.�#�T���������#�"���<���.���S�%
%���.����
%�����=� �����%
%�������.$ �	��$����2�	�N��
����5�����:�����P����� ���87
���#����
%$&��������������'D�#�����������#�������`����
	&�����$�
��������&�����5�����N��
 $�������$&���#���������N��$L&H�#� 
	� ����
+������#���;��
n&G�(�	�����������&
%�������Q�����6��
��.���#��!]0/�#'?����
��EP8!K2e����
.�/�����#������$L���O�3����
����F�����3�B�=�9���.�
�����a�B
��,$+�����<
	�-
��.�B�����%
%�������.$ 
%�������%����
	&�����$C
	�-���"���#�,�.
%$0�	���,��������'E�����%���.�#�#�������'�������
$&������$&���������J'#
���+ �������	����
%����!

� � � 7 @ � k � :Spqj ��m;?�� �<(pqj � � <gmek ?Vj�o��Wpqm �j �9: m98Epqj�k jSs �Wpqj�mno
8��rm;? : �ak

���2�����X�.�����5��
���� '@���	�.���#��
"�B�����c�%�X�����	���`�������T�����3�'���0'#��������� ���.� 	�����$*�������e����
�&.���#$ !
A!���:���#����
��A���+�[�B�0'����������2�������L����
�&�����$ 	 ����$X�.�����,���<�����	�4���'����������������2'#
%$e&������3��
�7
���O�	� !w�9�W�.
/���*��
�� $&�	$	�,���"� �\_��.����'����E$&���"����
��L��
:�����,�N��$L&H�#�*
	� � � � ��� � � ��� � '@�������%���
�B�&���#������
7'#
%�8+ �������0
%� ����������� ��
��/���#���4���'�H
����#�"����������� ��� �O�����%�P���N�����&�N��$L&H�#� 
	�
���#�=�������	����
%������
%�G������'@�Z���L�.�#���J��
�
.���#���������7�����7'@��
%��'#��$0�	�.��&"� ����� ��� 
%�,�����&��

�����=������&��.���&���.�:�����/�&':���e���?�B
��.���M����$��:���,��$�
%���������>�c�	�����O�	&����X�.��
.�5����������! � ���,�	��$
��
.�B�S�%�#�'�B
	�����[&G�,��
 �.���������#�,�	�'���S� ����� +������#���<�	�'�H
%������&.���P��� 
%�����#�N��
���'@�������%�P���.�
	 &H�#����� 	 ��'�'#
%���������7��
����.�0
�&5=���'������%�*�)����'?����
����`�.����������&��.����
%� 
	������&��������'	!>A!�.���e�.��
�&87
���#$ ������5�.�(�,$L�������M7�
�&5=���'������%�('#
%$L&.�����	��
%�������H
��.����$&�����	����
%�X����
	&�����$�
�������'��W�B�W�B���"�E��


��.����$&���#�*������
�&5=���'������%�'�)����'?����
������������ $&������$��'�������4�����4�N��$e&G���(
	�H����t+������#���*�	�D���.�
����$��E����$��	! 05
,���X� �	'��g���N�����(��
��B���"���������������)���&�����w���.���*'�
%$L&������	��
����O�	� ����
�&.���#$ ������'��
�����D
��.����$&���.��
%���.����
%�,��
 �����(�	�������%��$��#�"�]����
	&�����$ '#
��.������� �%
%�>�%����
5
<$&���"�G�����[+�����������!
� � �����,
����.�#� ������� 
 �B�G��
)��
	�`$5�.
v�R�����,'�
%���N
���E����� +���������
 �������*
	&5=��#'?�������P��� ��
��
$&�#���,�����	&����	! �D�#��'��(
��.�;�-��
4
	&5=��#'?�������#��
.'#
�����
	�Q��������'E�������5�.$L&G����
��������[+������#����
5�����
� ����
 ������� �	��� � � ��� �S!



4�4.P

�N�>�%�#� �����	�n���G����"�<��
V+����������&
	�.����$0���r�����=������&��.����
%� 
	�����������"���#�,�.
%$0�	��� ��������'*��
%�
���"�>�N��$L&H�#�

n

	� ����� +������������
*&H� '�
%��+ �	������� 
 
����!
�&5=���'������%� �����
*+����7����
%���4��$�
%���

�����n&G�����
n
+������#���%��
%�����.�

m
�H
%������&����n�������������	����
%�.�E�	���L���.�

p
�.�	�����O�	&.���W����
v�5�����#����
@&��.�

���@�	���������Q����
%$ �����x�.��� �	����� ����� '#
%��+��������3����
�� ! 05
*�����!�	'��9����������
�&����#$1�B����.���!��
*��
%�����
��� ��
�� �	�*�.��������������'?�����&���#����'@�*&"�,�����5�����*��
 ���B�	�P�����a�������������	����
%���;�	$&
%���*�����a����
v�5�����#���
&��.�g���(�.�#���:��
e$+��
.� ��
.� ��
4�-������$������M�����X+����0�����(����'#'��#���������`+����������;�����3�!������
.�I��

��������'#�,���.�,
�&5=��#'?���>�%���)����'?����
��2�=�@���=�������?����
%$ ���.�*�.��� �	����� ��
����.����
%�D�.����������&��.����
%� ��
��.���
&+�E�����"!
�E
.� �,'#����'#����� �=�����7�����
G�%���E�,��
����%�)�����#�P
�� ����� �����#�N
	�1�����N���#����'@�7�,����'#�N�����3�O�B� �����
�%
%�����*��
W�B
��,$���� ! u ���,�.$&�����*���������D�����E��&G
��/� 
%���!���.
������	��� u 0/�#� ��������������'@�P���.�D��
/'#���
u 0 �S_/'@���������#�,�)�����%����+�'����"� ��$�
����"� 
	�B��������'P���	'@�:�����2��$�
%���>���.�*+�� ���#���K���.
������	���
u 0/��� �����	� '#
%$*�H
%�����2�����G���+���#�������4���[;	b�b�B8
 �	���[�����%���2�����	�`���&���c���0�E�B
������<'��	����
	�
�����

p
����
.�5���.�#���P���c�5�����2�#��'@�I
����)��
��.���>��
.��	�,���P���	'@�Z�������������	����
%� 
 +���������� ���.� &H�#�=�

���#�?�����I+������#������
,�	�������P��
4�����(��
��.�����g��
������0��� �N�������(��
����#����'@�?��
������.�w&G��������#�E����
+������#��� ��$�
%���D
%���B����
����������4����$��#�

p
�H
%������&����B
%������!f 
�� ���.�B'��	���

p = 2
�����4�����(+������F���#�

�����I+������#����
.���������$&
	���"���B��
 2000!
10!1990!

���>FQ�������+�a�H
%������&.�����������#��! � �1'#
���������
.����� �N��$e&G���!
	�
+������#���;�����	� '����0��'��,����������&H�(�	���������������;��$&�������#� ������'��E���������E'#�����E
	� �-��
e����
.�/�����#���������#���
�������&G�&�����B���5�<
%�.�X���S� �	�����e���� ��
��.������
v�B�����������"� �������������	����
%�2������
%����� 
%���G+������#�
'���� &G� �	�����������:��
P�S�%�#�"�,���������>'@�������%� �����`����
.�5���.�#�a��������&"�>�����'����� ����� �	�.���!��
��.��������!
05������� 
S���.�:�N��$L&H�#��
	�a�H
%������&.���X+����������<��� 1000!

10!990!


;�L�N��$e&G���e���������-�B���"���N7 �������#�V����'#��$&���
�����%������! �D
��Q$+��
.�������&�.
v� $&���"�V�����Z+������#���%������� &H� ��� �N������������
G+����L����	 ��'#'����.���	&������
��
%���.����
%����
 �����>$L�������M7�
�&5=���'������%�X����
	&�����$�
 ���>���#��� ��
 ��������'#�>�����>�����#�>
	�����.�>�����	��'@�
�,����'��N���)��
%$��W����	!
��� 
��,�����4��
 ��������'��>���������N��$L&H�#�,
	� �����R'@���	���%�#��
]���)���#���M��
 �	���������%�	���0�����>���"���#� 7
��
%$&�����E�������������	����
%�.�D���"��
P'#
"�	�������E
	&5=��#'?����!BA!��� u 0N7��������#�-��
��H
%��
����&
�&.�@�	������� ����
%$ ���.�
����� ��
��.�������&���	&����#�D'#
%���=�����9�.���#� �0��
������ &�������� ��
%�D�����3�c
�&+�L�	���������%�	�������������L�������������/7
����
����E���"��
G�����	�Q����'#����� 	 u 07������$>�����#����� ! 0/
0����� ��� ����+��.����
%$��'����������$����������0'#
%��'����.���
�����	�%�������q&G�n�����S�)��� �������.�4����$0�	����������
	� �������E'@���	�.������! u 	����#��$&������� u 0 � 	)���#�=�������	����
%���
����������� ������� ����� � ����� ��� �	� ��
 ���	����� � � ��� ����������	� ����� ����� ��� � ���S! u 	 ����&87 u 0N_
���	������
	����� u 0D���	��� ��� ��� � � ����� ��� ����������������������� ������� ���	����� ��� �	� ��� ���	� ����� � ��

���	� ��� ������� � ! �E
����B�����	� �B�!'#������
	�;���#$�
.�%������ 	-+������ 
5'#'��������#��'����a������� 
��H�����O�������5��
��.�����+��.������
%�:&H�#'#�	�����>
	� u 0:���3���A�������H�#���.����� M4vP	R�� !6y ���#� ����
����%�6��
5
����'��
 ��
	��
5'#'��.�
��� ����� ���	�����&
�� � ���	��� �%��'���
��X����
���
5'#
��!����$	� �����"
;�����H����������
%���,
��(���.������$&� u 0 �����
������
v�����@!BA!��� 	 u 0N_7������$:�����#��� ���D����������������'��<
	�F����	 u 0>������$:�����#���9
 ����+��.���D&"� �	� � ���	�
������
�
���� ��� �	����� ����� � ��� � � ��
�
 � � ��
���� � ������� ��� � ���������	� ����� ��� ��
��S! u �����	'�����'���� 
�&��/�
��$*�G
%�=�@���"�B�����	��
%�>��
��/�������'���E���.�#���`���S+���������
������������	���	���Q�\_/�����������G���� ��
��.���#���!'����V&H�
'#
%��+����������2��
)�	������'@� � � ��� � �! ��� � �	���������*��
>������������� ��
	�.�����w����
%��� u 0D���3��� $0�3��'@�����
�,��'@� �P�������������!�S_8�����#������
%� CU 	 � !(�9�D$L����� &H� �.
������������	������� u 0N79���S�%�#�-��
��G
���
����:���������#�
&+�M� ���9��& u 0 ������
���� �����#�>��
��P�6��
����#�=�c!J05
 �����#���7�����>'@���	��'#���������	����� u 06$����%�"�
�	���H����� ���K�������#����� 	 u 02������$ �������#���9!����K�����&'������&�����	�4�������#���	�x����� +������#���e���S+�������
%�
	 u 0 ������$ �����#�����G���������0��
%$���'�
%$�$&
%� u 05�#�'&G����
%���)��
)���.�#$ 
1�����#�T�B�X��
��.
��<����� ��

��
%�>�%�E��������'#
%� ����'?�
	� ���.��'@�V�����M��
��.��� ������� &G�E'@��
%���#� 
�&��.�B�����W�����I���#'�������
%���.��
5'#�#���
������� !
�N�?���������e&���' $&��
������w�.��
�&����#$ 
	�S�����(���'���*
	�S���.�*���#����'@�)�,����'#��
������g���!���	�������	���E���.�W�"�����
�	�'�
%���������#������� u 00������$,�����#�#�!�����������	�0
	�S���"�����,��
�$0�������������������	����
%�.��! ���:�����*����$L�����	����
%���



4�4cR

����
��H
%�����7���>����'�����
%��P8!K2��������7�,�����������(���#�����������)
%���*����
����������)������$�������� u 0/����
 ��� ���.���
�	&G
	�.�;$&
�����������P�#���S�%���&���.
������	��� u 0P������$<�������#� ���������x�������&�@��$5�����N���"��
 ��'�'#
��.�+� 
%�.���
����� u 0)������$:�������#�%��
%� u 0/�#�E��
5'��	�����)�-�B
 u 0)��
����(�.�B���V����
%$ �����<��
/'#��� u 0 	)������'@�����
'������ 	��������#�@;�� u 00������$P�����#�#� �S
.���������N��$L&H�#���������'��#���
,�	&H
��.�
����*�N�����������7�����?+�� ���X��
%�
�-�B
'����
.�5���.�#����! A!�����;$������.�;�����	� '#
����������#�������N�,�.'@� 	 �����%����;�� u 0P������$��������#�H�B
��.���P�����,�����
���<�E�N��$L&H�#�1
	���H
%������&.���H+������#���S
	� 150!

10!140!

�G
����"���q��
%�-�-�B
Q����
.�5����������
%�E�N��$e&G���"�������n+�� ���#���
���#'���$&���r�.���%�����(�����������	� 
	�;�-���#�"��� 79���������	!,A!����� ���*�=������� �:�����,�����N��$L&H�#�W&��.� �������"����� ���
����������+�'#���"�c!#K� '��	����
��a�H�#� ��
%��$ ���>�S_/���	�.�����>�%�N���#����'@�7��
%������������
�$ ���#����'@�7���>����'@���
�O�����%��������'��	! u ���S_/���	�.�����>�%�!��������'@�L�B
��.���4���	$��B��
/
E��
%��� �����������(��������
%$ 
%���g��
���������
��
�����������"���#�N�����	�a�B�`+����L�X�%
5
8�)��
%���.����
%�@!g�B���������������.�<��������'@�D&"�>�����5�����*+������D���.�<$�
%���
��$*�G
%�=�@���"���.�#���������3����
����S���N���#��$&�1
	�/���������-��������'(����
.�/�����#�r�%
5
8�N��
����.����
%������
%�1�O�����J����
+������#��� 
������L�����T��
5�#� ��
��`�.��
.�5���������"� �����	���"�@�	�%����
%�*�E���S� ���#���N
	�]+������#����! �D�������)���
���"�����%�#�(����
�������$C��
4��
%�>�%�(�������(����
�&.���#$ ��� �N�������Q���>�&'�������
/$&����������&H�#'#�	����� 
����x����
�&����#$
�����H�#���.�B
%�P�����%&H�#���c�5��
%�;
	� �����[�����#�0�`+��������;��� �	����������� ! u �&���+�����%���(�.��
��%����$ ��
������
��� �N�������N�����3� ���e&H�4��&���� ��
��S_8������'����������'&H�#���c�5��
%�D
	� �����e����� ���#'�������
%� �.��
5'#�#��� ������'@�
���%&+����
:$����	���(����$*������! � ���(������
%��������$ ����$e���O�	���#�E�0�,��&����?� 
	� ���.�4���#���r�����3����'#������
��
����
5'#�������	�����@��$��#�4��� �������/�4�������(����� ��
��.�������)�@��&�������
1���#��'���������
���
������#��� 
%�6���"�
������
%���?����'#���1��������$*�.����
%� '#
���'#�����������0���.�n�B� � �����t�B
%��$+�*��� 
	���(�	���%
%��������$�
����.��'@� ���
'#
������P�����,�.������
`�����������&���"�������#�H����
	�%����$ !0/
 ����� 	 �S�%
%���.����
%�����=� �!�	������
"��'@�*����
.�5���.�#���
����$*�����%�B���:��
,��������'@�V��
��x�%
5
8�E����I+������#���!���>�e�B���:�����3�!����'#��
���� ����$0�	�+����'#�������,��
����.�
����
�&.���#$ �B�D��������=�/�����*��
N��
%�����	! �9� $L���=�H&G�!�.
������������	� ���D'#������
	� ��FQ
��,�,��
 ���=�4��
`+����
���>�	����������
%����
4�����W&G����� u 00������$��������#����.�*
��.����$&��� ���	�����E
	�S����� � � ��� ���! ��� � �	��������&��.���
��
%�!����'@� u 0>������$:�����#�`&G��'��	�.���N�������a��
�������$&�	$	�N�����N�����#� 
	� ����� �����	��'@�L������'��<����'#���������
����� $0��$��,�����,��������'@���S�%�#�K$&
��������>�&'�������! u ������
	���%� ����� ����'#
5���#�N���.� � � ��� ���! ��� �
�	��������&��.���������'B ;w&������ ���"�������#��
 ���E
��������/�������'���B�-�B
n����FG�#���#�"� � � ��� � �! ��� � ���	������� �����������
'@���	�.���#��
5�w���S� �	����� ��
.�J�	�������x��
�� �����5��
	�.����� 	 4.b�bQ��
%� �����=�@����'����F�����&�*����������������%������	�������
	 4�4.be��
��!�����=�@����'����g��
%������N��
��.���#��
%�V������'@���G����� +������#�!�����	�����������@!
�9�<$e�����n&G�P��
	�����2�����3�<���#���/�����7
%�2����� u 06���	�����	��������&��.���,��
L�	�	�%�����"�	���������P�����/�&'����

%���w���	������'��������H����0��
L���S+����`�����J+�����������! � �.�*'#
��.���0��������$&���g���#��� �	&H
��.�(�B
��,$+�����4
%�
�����n�����Z�����S+�_/�#�(�����)�����>��
0�����%�����"�	���N�����N�����/�&'`&��	������
%�������`��� �82:�	�������#���D�,����'#��!
A!���N'@��
%��'��N
	� �����`&G�����a�B� �>��
G����+��.�e����� +��������������!����� �D�����	��
��H�#�7�����,����!

� � # ��� � � �Lm�� � pqjSmno�� ��� �����nm �j\p��Vk

�N�>�%�#� �����	� 
����`����
	&�����$8��� �O�	�,�%����� '�
%$L&������	��
%������� 
@�������#��� 
%�����K�S�%
%���.����
%�����=� �����%
�7
��������$ �����	�W�������r�G������
%��$ �>����
/'@���	������',���#����'@�T���������7�E�G
������O�	����
%�L
	� ��
%���.����
%���(��
V+����
��$&
���� �����V���� +����������������>$&
����P���"���#������������� 
%������!J���6$&
%�=�,���"���#��������������
H���7$����	�
����
%���W+������#���x���.
&��$X����
.�%�*���.� $�
%�=�!�����`�%��
�&����G'#
%�=�E
�� ���.�N��������'�!
#��,����'#
5������� ���������5��������� ���N��� ���"�����%�#� �%�#'?��
%�

v
�*�#��'@�6���	�����

vi

	�;�����L���#'?��
%�

v
�����57

���#���#�"���*�����e�.��
.�5�������E��
X&G�n������� ��
:�3���@�	��� �*�����=����'����O�	�%�.�#���������3����
�� ! u � ���������5���������-���
���#��'��<� �N�����	�����#�"�!��
,���.� 
	�.�9���/�E
�� �����'����� ���#'�������
%�V����
/'��#����!
� �.�S�����%
���������$3�B
��,$+� �	� ��
%����
v����!�#��;���.�������������#�-���.� ��������'@�e&"� �������������!�����]����������'#������
��
����
5'#������
%�.'#�:�	���M����� �������>�/�����������N�������������6���?�P��'�'#
%���������7��
L�����0���#���������4
	������?����
���#'�������
%�e�.��
5'#�#����! u � ����'@�,�����#���	����
%���	���e��
%� ����'@�,���������5��������� 
v���'@��
5
%�����������
%$���� 	 �	���



4�4 	

��������
���$������F��� u 0&������$,�������*�����:'#
%$*���.���D������
	���%��������'@�?����
v�5�����#�]�B�*����
������0���#�"����.�
�����/�&'*��
%���	��� �����X���#�=�������	����
%��� 
	�!���.� u 0�������$ �����#��!Df�
%�<����'@�I����
.�/�����#��
���>�	�������K�
� � ��� � �  ��� � �	�������4�����%�����D�������L�����e���S� �	�����(
%�.�4��
0�����-���.�4��
	�.�����*
	�F������� ����
.�5������� ��
%�
���������O�������������	����
%��� �����,�����������a���� ���#'�������
%�L�.��
5'#�#���F��
W$+��
.� ������.��� �����=������&��.����
%�<
	�
�����!��������'���$�
%���*���.�%�.��
.�5����������!� �Q���.���F'@���	���%�D���������F��
N��$*����
v���#$��#�"�;
	�H�����!
	&5=��#'?�������
�)����'�����
%� �B�4��'��,���������>'@���	���%�<����� � � ��� ���! ��� � �	�������<
��;����� �����4��
��.���#�(
��F������� u 07������$
������� �����>��������.��� �������>�5�������	�H����������'#��������(
%���>
%�.�	! A!��� $&�����0���������*���B�����3�x�B� '#������
	�
$5�.
v� �����	���	����'��(��
.� ����� �.����������&��.����
%�P
	�Q�����������/�&'E��$�
%���`����
v�5�����#���(��������'@�������%�Q���.�
��
Q&H
����<���.�x�����D���#'�������
%�n����
5'#�����F�	���4���.��
.�%�������	��
	�������]���#�=�������	����
%��� ��$&
���� �.��FG�#�����"�
u 0 ������$*�������#��!���<�����#
�����
	���S����
������n&H�(�H
%������&.���F��
D'#
�$X���/���;����� ��'?�9�����5��$�
����"�S
	�/��������'
�����	�1
.�%�������	���F�	$&
%�����-��
 u 0 ������$*�����#����
�&��/��%�>�%���<���.��'�
%$X�.���S_/����� 
	�������g����D����'#������
��
����
5'#�����D����������
	�!�����>�5�O���Q��
��������#���%�����������#�D�������!
.�%�#���O�	�����>���.� u 07������$0�������#�a�������Q���#���
���T�������#��$����.�����)�����&�S_.��'?����FG�#'?��
%�K�����������/�&'*������������&��/����
��K
	�B���������0
.���#�����	��������� u 0
������$&�����#����!H� �1��
%$��W���#�=�������	����
%�������c�%� ����� ����$��w���	�����*
�� � � ��� ���! ��� � �����*��
��.��FG�#�����"�
�����Y+������#����
-���W�������"&G�G��� ��
)�����,�����S7-&.������$5�����>�,�.���#� 
��������G����� ���#'�������
%�6����
/'��#��� ��

���#'������!��&G
��/� ���.�g+������5��������'g������������&��/����
�� ! u $&
����E�����#���!�������>�5�������	���S��
��;�	���+���#�	�4��
*���
��$*����
.�%��$&���"�!���>���.� 
�&5=��#'?���>�%�W�)����'?����
�� 
����'�.
��.
�������$&
.�%�*�����N�����.���5�����������H������'@� �����
��
������#�	�:��
����)��$X����
.�%�#$��#�"�O�����������,����� '��������#�"�D���������	����
%��&G��'��	����� �����?�>'#
��.���V�G����$����
��$*����
.�%��$&���"���%�����������&�����4�.�S_5� �����#���	����
%����!O�9�E���%���L��
&�����4���#����'�����
%������
5'#���������4
	�F���.�
���%
����.����
%���	���>�	���%
%��������$C��
G���#'������W������'@���������>�/�����������B$L�.���D�,��� �5���%��!
f �����.���%P8!>4 �.��
.�5�������B�`����������
�79'#
5���a�%�#������
%�0
	�H���.�E��������'@�?����
5'#��������� �������&����
����;����
%���87
����
��������:������
%��������$ ! A!�.�<$�
%������$X�H
%�=�@���"�O���	�����D����� �������#�a^,��
V4.B�! ���7�������`^�
���� �����	��'@�
���6���.� u 0N79�������#�B��
��H
%��
��	� 
	�Q�.��
.�5�������

provider
����� �����E�������������	����
%���<�����	���	���:���6�����

'@��
%����� u 0 ������$������#��!�A!��� u 0N79���S�%�#� ��
��H
%��
	���V����
%$ �����G����� ��
��.���#�w��
%�*���"���#����
%$&�����
�����/�&'Q���#�=�������	����
%������x$+��
.� ��
�&H� �����O�	�������#��� � �3� � $�
%���O�.�#���������3����
���������w�����������EB�
��O2
u 0��.
������.�B���G����
%$ �����E��
/'#��� � 0�� M4 	�2�� !H0/
'�B� �����E�<���#'����������%� &����#�	�.���87 +������B�����	��'@�0��

+����&�����Q�.�#���������3����
���� �������.���&�n�%�>�%�#� u 0P������$��������	! ���:�������W4	4 ���*�	���.���,���.�Q�����:+������#�
&+� ���/���������:� � � ��� � �  ��� � �	�������<
��O4�4.bP��
:�	���S��
��/���#�E
	�F������� u 0�������$>�����#�4����� ���L�������
4.Bn���*�,���:�����W�����I���#'�������
%�?�.��
5'#�#���x&��.�
%������
%�&�����W����M��
	�.��������c�5�����,�	��O���=�B�.
��
���,��������� u 0����	���0�	� u 0��N��$L&H�#� �������*���.
%$ ��������'D�����(&H�#���0�\_.'@�������%��� 
.��������'������N���.�
�5�.$L&G����
	� ��
��.���#��
%�E������'@�)���.�n����Z�.�#'#������
%�V����
5'#�����������!��
*&H�N�	�����������@!
A"��
K'��,��'��O���g���������,
	�D�����7�����%
%��������$ �����>��
��P����
.���I���6�����V����������
�79'#
5���7�	&H
v��� �>���.�
���#���#'?����
��T�.��
5'#�#���4�	���[�.��������$����������:���.�*�H
����.�O�	����
%� ���'�#��!*f �������c
-�����P���#���#'?����
��T�.��
5'#�#���
���,����� $��?�M��
K����$*�����>�S��'#�����"�����M�����7�����	��'@�I������'��	!Z#K���.���)�����7'#����������'��	�!����
5'@�����=����'
���������#�������G����$*��������� >4c^ �G��
L�H�#����
���$C�����E�������#'?����
%�:
	� �����*���������5�����������;�����	���,��� �5���%�w����
%$

%���L�%�����#���	����
%�L��
:�������.�S_5�c!NA!���,���#����'�����
%�D�.��
5'#�#���N���('���������'#���-��
?��
5'����E��������������'@� 
%�
���"�������#�=�������&�������>�/������������	)����
%$ �����`�5���S�a�G
%���"�(
	� ����� 
�&5=���'����>�%�'�)����'�����
%� �O���������N���������-���S7
�@�����������E�(������'#�����"�����<�O�	�,�%�]�������#���������<
	� ��
%���.����
%�.� ���4�����g�G
������O�	����
%�<�	� ����'@���%�����#���	����
%� !
0/
>���($L�����N���#���#'�� ���������������5�����������(��'�'#
%���������:��
:���.�#���(���#���	���>�%�'+����������W��������
��.�w&��O���������
�����N��������'�����
%�>��
5
,$L��'@�7��
.��	�,���������%�����*+��D���������5������������!
A!���N���#'�
%���7��$*�G
����@�	�+�(�����=�����B�����N�����#� 
	�S���.�W�G
������O�	����
%�@!���)
%�,�.�#���
P�����,����� �����	�!�����
u 07������$&�������#�(�����N�����������	�D���#�����D
%�.'#�<�	�(�S�%����� �%�#�.�#���3����
�� 
������<�����#�N
	�F�����n�H
����.�O�	����
%�
$L�����`&H�,�O�	�,�%���E������� �����P�N��$L&H�#� 
	���c�	�������	&���� u 0 ������$7�������#�*�����	� ���.�,'��������#�"�<�	�������S7
�"�	����
%�0�������#� '�
%�"�@��������! � �S���.�w�G
	�����O�3����
��0�����#�*�����$&�������#� �������:���.����N��$L&H�#�B
	� �.�	�����O�	&.���
u 0�������$,�����#����
5�������0�������H�H
%������&����D�����	�]�B� ��
4�.
��(+����0���.� &H�#�=�O�����:+������#���(���.�������<���.�



4�4cU

6 ���������
	����������;��/�
���
k
 6 ��"

Popsize �� #�# ��)�*-���; > ".).����*%�@)
������"������ $ ���?W��)����
�

sink
0
tree ← )
����������K476 8����.��0 $ ���?�0.��)
��� $�<

� #�# ��)�*!�����DP�)�"��;�����) $@> "�)-��,; $ ��� $ ���?-��)
���
	 ���;�����
	��

provider
 

1
��"

p �
 #�# &�,
��&�?���,
����,���)-��,� $ P�)�"��;�����)B $ &�".���
��&��
�.�W��"F��,� $ ���
 H �D4 &."�������&����/�[4

provider
8
sink

0
tree

<  � �������� < �� #�# &."���P����
�@��,��+��� $ �;����.��."�� $@> "�)-��,; $ ��� $ ���?W��)
���-�����+P�)�".�������)
�

destinations ← ��� $ �K4
provider

8
sink

0
tree

<
6�� #�# &�,�����'��-��"
&������7P�)�� >W> "�)-��,
�F)�"������ $ " > ��,��+��� $ �;��
����."�� $
6�6

solution ← &�,�����'���0���"
&������7P�)�� > 4
k
8
provider

8
destinations

<
6 � #�# )����-��,
� V�X�Y ���
&� $ �".�-P�)�"
&�� $�$
6 �

distribution
 V�X�Y 0.���
&� $ �".��0.P�)�"
&�� $�$ 4

solution
<

6 � #�# &."���P����
�W" C�� ��&��;��
� > ���;&���."��-�������
�
6 	

new
0
cost[k] ← &�"���P�������0�" C�� 0.��������� 4

distribution
<

6 
 #�# &�,���&�?���,��.��,
��)��
�!A��P�)
"����/� ��-��,
�W" C�� ��&��;��
� > ����&���."��
6  HI�@4

new
0
cost[k]

N
old

0
cost[k]

< �6 � #�# ��P������
�F��,��!����������/�����F?�� ���, 7��P�)�"��
�.� $ "������;�".�
6 �

k ← solution� �
old

0
cost[k] ← new

0
cost[k]� 6 �

��� �
��� �
��� �

f ���������'P8!>4�� � ��������
�7�'�
8�.�'��
%�!
����W�%�#�.�#���3����
��7
�� �����'y u !



4�4c^

��������� �%�#�.�#���3����
����(
	� �������	���%
%��������$�! 0/
:�0�O�����%� �#��
����%�6�G
	�����O�3����
������'�#�4���D��$*�G
%�=�@���"�
��
`�%���;����� &H�#�=� 
��.� 
	�Q�������������������#�������	����
%��� 
��Q���.�E�	���%
%��������$�! u �;�����D�5�.$L&G���;
	� ����
+������#�����������������)���.'#���#��������
������W������'?����
��>
	� �����N�����	��'@�7�,����'��<����$*������� &H�#'�
%$��#����
���$&����� !
���&�����	�B'#������
.����'#������������� ����� �G
������O�	����
%�P���'�#�%��
5�#����
��(����
.�5�����(���"�����"�������#�=�������n��� � 79
	F

���#��'��������G�G
	�����O�3����
�� ���'���P����
��.���T&G�P'@��
%���#����
)����'#���#�"����� ����$*�����,
�������������+������'�����
�����J+������#����!

� � � �*j�k � � �`pqjSmno��

A!���D�������G
���� 
	�(�������0����'�����
%� ������
6���,���.� �����D&H�#���.�5��
%�0
	�N
	���:�����%
%�������.$ ��
:�%���:���
�����#�&
	� �����4��$X���	'��E
	�;��
%$��4�.���-��
%�,$+�����:�����O�	�����D���	����$������#����!(A!���e�������	$&�?���#��� ���,�����
���"�������#�=�����6���K�����P���.�0�N��$L&H�#�<
	�x����
.�/�����#����
 ������
�&5=��#'?���>�%�X�)�.��'�����
%�������K����� u 02������$
������� �	���%�����"�	����
%��������� �����������,�����N�����	��'@� !
f ��
%$ ����� ������'���������
%� 
	�4���#'?����
�� P8!<;8
%�B� ���c�%�2�����#� �����	�)����'#�������������M����� �5�.$L&G���)
	�
����
.�5���������%�����	$0�	����'#�������&����'#���������#������� �����#� 
	� ����� �����	��'@�L������'��	!!A!���N���5�G� 
	�F
	&5=��#'?�������
�)����'�����
%��'��	�:������
 $0�	$	�D�����(�������!���	�,�����]��
%�;
��.�B�����%
%�������.$�
	��
�� ������������'��E�>�Q���.�E��$X����
.�%�S7
$&���+��� ���<���.�
�&5=���'����>�%�!�	����D'#
%$*�����S_<��
%�879�������������)���.'�����
%�4
����������$&
	���"� 
	�.�����/�&'������	�
�����,� ������'@�.���K��$&
����E����
.�5���.�#����
-�������2�����������%
���������$ $&���%�"�(���	$��P$�
%�����%�����#���	����
%���*��

��$*����
.�%�N���.�<
�&N=��#'��������	!%f ������������
����n��
������ ������
0����$	�N��
����?������$������ ���.� 	 �������	� � u 07������$
�������>�	���������%�	����
%�2��
D�H�#����
���$ ���"�����,��
�$0�����2��������':�����%�����#����������! u ����
.�������L�	���H�G
�������&����
u 02������$ �������#�N��
 &H�P��������� 	 ���"� u 02��� ���.� u 0N7������%��� ��
��H
%��
	�����(���`��������
 ����
.�5�����P���.�
�O�����%�#�=� ���S_/��&�������������
%�!���.�<��������'@� ������'#�N�����<�����%
%��������$ '#
��.���V+����������4$����.��$&���G�N��$e&G���

	� ����J+������#����	�� ! �	! u 0>������$&�������#� ���
P
�&/�@�����)�*�%�>�%���V�	������� 
	�1�����N
�&N=��#'��������'�)���.'�����
%� !
�E
.�B�S�%����
��	����
.�������*$�
%��� u 0,������$4�����#����$����	��� ��
N����'����#���������������'�#��
	�G��������������'@�0�,����'#��

���#��'��<����
.����������
.�������.� ��������'@� !
���0
����;����$L�����	����
%��� ��� �.���E�-��
e�.��FG�#�����"�B
�&N=��#'�������� �)����'?����
%����! A!��� +�������
�&5=���'����>�%�a�)����'\7
����
�� ���-����� $0�v_.��$L��$ ��$&
	���"�S
	�.����� ��������' �S_/'@�������%����
��4���"�N
	�/����� ���"���#�,�.
%$0�	��� ������$+��!
A!����� 
�&N=��#'��������G�)�.��'�����
%� ���������*��
V&���������'�����������������',�����"� ��
>�����G�����=��������$ �.��
.�5����������!
A!���P���#'�
%���K
�&5=��#'?���>�%�G�)����'�����
%� ���<�?��
%����$��S7 &��������T&������������0'#
����'����+������K
%�2�����,��������'
���#�"����
P���.�'�������������	$ ����
.�5���.�#����!
A!��� ��'��#��������
M
	� 
��.�:����$L���O�3����
����P'#
%�������=���>
	�<�6���,��&Y����
.�5���.�#�:'�
%������'������ ��
6�-�B
M��

��
����*�����,�%�<������� 794L����
.�5���.�#����!�A!���,��������'����#$&����� 
	�;�������Q��
������87-&H�,���,��& ����
.�5���.�#�w�B���
�"�	���.�#����� 
%�M�����E����&J����
%$ ����� u &.��������� �D��� ��
v� �����	����������'#�������%� >4 � !:#K�)���c�%�V�������

%��� �	�	�%�����"�	�����?����$0�����:
	�S
%���($&
%�"���:
	�q���������P��������'Q����$0�	������
8����
%$ u ���������

22nd ��
0/���.���#$L&H�#�
21st ;	b�b ;5!FA!����� ��������'Q����$0�����:'#
%�.'#�#������� 977

�.��FG�#�����"�x�������������	����
%� u 0/����!
A!�����a���	�������?�(�����(�	�����#�	�.�E&H�#���D������'#����&H�������)�����'�����S�5��
����D'@���	�/���#�D���7����'�����
%��2�!<U8!(#K�
�"�	���.�#�����D��
����Q����� ��
��.�������&���	&����#� ����
%$ � �����%
�� �D
	�.���'�/������� M4�4.^ �r����
%$ ��
����($&�v=�
%�
A!���#� 7 4*����
.�5���.�#���n����
%$ � '���
�&H�#�LB ;	b�b ; � u A�� A 	 u 0�		b�4.U �\
 08�.�����"� 	 u 0 4v;	B�^��S
 �-�S�%�#��B
	 u 08B�B P	R ������� 1;�#����
 	 u 0�;	^�4c2 �\!



4v;�b

��� ����� ���
	�� ���	���	��/�N�
f �����.���QP8! ;'���������#�"���������(���#���������
	�-���.�*
��.����$��'���3����
��G�������0�����(��������'Q&����O���.'#�(
	&5=��#'?�������
�������2�-�B
�
 �������#�>�	���[��
��.�e����
v�5�����#����!�f 
�� �����0'#�������������2�-�B
D�.��
.�5����������
r�B�:'�
%������
%�"�
u A��NA ����� 05�������+��! f�
%�&�������#�6����
v�5�����#����
a�B� '#
�������
%�"� u A�� AW
a05�������+�7�	��� �-���%��� B�!
A!���w_57��/_/���!
	�1���.�'�����	���.�D
�� f ���������`P8!<;,����
.���D�����N�N��$L&H�#��
	�r�%�#�������	����
%�.�!��� �N���������7��


�&.�@�	���,�����D��$&�������#�=�H���	������
	�G�����D
�&5=���'����>�%�%�)����'�����
%�@! A!���D�N7��/_/���H�%�>�%�#�;���.� �	�����.�D
��Q���.�

�&5=��#'?���>�%�n�)�.��'�����
%� ��� ��� � � � � � � �����/
 i = 1, .., 4

��������� ��� � � � � ���W������
������E��������$�
����"�D
	�
�����/�&' �\_/'@�������%��� �������E����
.�/�����#�

i
! A!��� ��
������G��������' 
	�S����� 
%��� $�
%�"���:��������'w����$0�	���

'#
%�����#���G
������,��
2�	&H
��.�*R	2�bD����������
 
%���V��������&H�#�����2
����E&���������
%��
	� &"�+���#�G�������6�����)
%�.�

v���#�D
%���N����
	��������� ����' $	���(����$*�����������H�#����
���$���� &+� �D��� ��
.�`!a0/
&�����`�������E'�
%�����#���G
%�����
��
����������&��
P
%��� �������	&"�+�����E
�� ��������'	!
f �����.���WP5! ;4�������.�������	����������� ��FG�#'?�E
��1�-��
G��������$&�?������� �F����� �N��$L&H�#�!
	�"����
.�/�����#���������>���.�
u 0,������$<�����#�a�%�����N���O���������	! f �������F�����H�.�]�.�������������,�������N��$L&H�#�;
	� ����
v�5�����#����! A!���a���S� �	�����
��
%���.����
%�A��
������J&"�M���.������ ���#'�������
%�J����
5'#�����&�	���H�������L��
%���%�����#���	����
%� �#�#��
�! u �,���.�
�5�.$L&G���(
	�H�.��
.�5���������*����'#���������#� 	�$&��������� �����D&G
	����
�$ �����	���.� �S
@�����Y�.
/���(��
��Q����
.�5���.�
���%
5
8�7�����/�&'n&���������'#�4��$�
%���:�	���-�����4�c���	���O��&����`����
v�5�����#���Q�����#� �����e�.��� �	�����Q�	�������#�E
	�
�����,��
��.�����	��������&��.����� �������.�����@
 ������� �E������������'#�e&G�?�-�B���#�K�����,
��.����$L�.$ �	��� ����������
��
%���.����
%� ��
5�#� �.
��w����'#���������G���.�#� �����,�N��$e&G���*
	�H����
v�5�����#��� ����'������	���#��!n���.'#���#���������:���.�
�5�.$L&G���B
	� ����
.�5���������B�<���,��&?��
������&���c�%�(���N���x��
5�#����
����#���������(�����	�������D�����/�&' &���������'#�
��$&
����7�����#��������
.�/�����#���4���������H&H���%
5
5� 
r�����&��
����.�X&����������6'@��
%��'#��
	������&�����S7 &����#�	$+�����
�,�����#�
	�S�����W����� �.�#'#������
%�E����
5'#������!(f ���=��������$�
%����
/�����*$�
%���w�.��
.�5���������!���=�9��&)������
.���.�
&��������#�-������� �=�9��&����r���#�������������N�,�H����$5������! 0/
*�Q&.�����%���S���9��&,���"��������
*���c�%�B����'������	�����4���#�����
��
%� ��������'������%���.�#�#��������!rf ���������]P8!<;�����
.���1�����	� �D�����,���#�-�N��$L&H�#�S
	���%�#�������	����
%�.� 	 ������'#��
	�
�����:+���������� � ��� ��� �N������������
%� �����(������
%��������$ ��
�'�
%� �%�#���%�(��
v�B�������B���.�(
��.����$L�.$ �S�-�B���"���
�%�#�������	����
%�.�H��
��F�-�B
n����
.�5����������
.� ��������������#��� ��������
%���D�5�.���������:�����*+�� ���G���#�������	����
%��� ��
%�
�������#�w����
.�/�����#���!�����>$�
%���E�������:
%���(�5�.���������7�����?+�� ���X�%�#�.�#���3����
����(��
%�]��
����x�.��
.�5����������!
0/����'��������P�N��$L&H�#�N
	�(�%�����#���	����
%���W����
v�5�����#� ��� �����H�#�`&H
������2
%� ���.���N��$e&G��� 
��g����
+������#����
��������#�4�����	� �*�%
5
8�7�����/�&'n&���������'#�'��
%�E�&��$&�����1�N��$e&G���(
	�]�����Z+������#���('#���D&H�

�&.�@�	�������'�������<�a���S� ����� +������#���1
%����� ���N���.��'#����� 
	�.�-��
w����
.�/�����#����! A!�����1�O�����%�#�-�N��$e&G���

	� ����� +������#���F��� �5�.����������
 ��$*����
.���B�������������'O&��	�O����'��!�����F�-��
N'��	�����#��! A!���O+����=�;'��	�����
���;�����*�����	&�����������
	�q����6��
e&����O�	��'#�D�����D�����/�&' &G��'��	�.��� 
	� �����(�����S7 &����#�	$+����� �,�.���#��
	�-���.�
�����[���#'�������
%�G����
5'#�����;�����3�;���5�����#$&�	����'��������e� �c��
%���;
%����
	�G�����a���.����������$ �.��
.�5����������! A!���
���#'�
%��� '#�	�����4���E�����L������������&��.����
%��
�� ����� �����/�&'n��
%�D���������+���#����
%$&����� ���#�=�������	����
%����! #K�
$5�.
v�Z����
%$ �B���	�.���#�(B�! P(�����	�;������'���$L�����	���>�%�O�H�#��'��#�"�@���%�E
��G�����!�����/�&'O��
%� ���"���#����
%$&�����
���#�=�������	����
%���!��� �N�������#��$&
���� ������$�
%���Q���#�=�������	����
%�����
P'#�	�.�9�.���N����'����#���������G�G����'#���"�@�	�%���

	����.�0��
������ ��������'	!LA!�.����$������.�<�����	�4�����X+������L���S� ����� +����������4�����0�	&����P��
L$&
.�%�:�
����������+�'#���"�N��$�
����"�N
	� ��������'L����
%$ ���������S� �	�����`�������������	$ ����
.�5���.�#�W��
������ &"� ����� ��

����� 
%���`����
v�5���������,�����<�����,���#���%�"�	���)���>���.�<
�&N=��#'��������'�)���.'�����
%� !(����'#�������������X����� +������#���

%�<�����B
������#� �������'�B
��,$ 
%�4��$0���������S��$&
	���"���1
	����������'B��
(�����3� �����B��$X����
.�%�#$��#�"��� ���<���.�

�&5=��#'?���>�%�O�)����'?����
��*&H�#'�
%$��D��$0�	�������F�����&��$0����������!0/
 ������� &G�����c�/��
%� ��
5�#�;��
��]�����G������
%�
�����E
��.����$0�	�������4
	� �����*���#����'@�:���#'@���.�'�N���	
�&��.�
������P
%�&����� �����=������&��.����
%��
	� �����(��������' ��
%�
�����*���"���#����
%$&���������#�=�������	����
%����! �E�#�.'#����
������E���`��
,��
��!�\_8�G��'��!���.� 
��.����$0�	� ����I+������#���
��
 ����
.�5�����0�7�����%�.��+�'#���"�n�%�����2'#
%$*���������2��
)�����&��
%���.����
%���W��
������[&"� 
���� ���%
����.����
%���	���
�����%
���������$ !



4v;54

0

50

100

150

200

250

300

350

400

450

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

m
ax

 tr
af

fic
 fo

r 
al

l l
in

ks

Generations

all
level 2

destinations
optimum

0

50

100

150

200

250

300

350

400

450

0 20 40 60 80 100 120 140

m
ax

 tr
af

fic
 fo

r 
al

l l
in

ks

Generations

all
level 2

destinations
optimum

0

50

100

150

200

250

300

350

400

450

0 20 40 60 80 100 120 140

m
ax

 tr
af

fic
 fo

r 
al

l l
in

ks

Generations

all
level 2

destinations
optimum

f �����.��� P8!<; ��0/��$e���O�	����
%�.�n��
%�,��������'V&����O�	��'#� �7�-��
[�.��
.�5��������� 	���
	���?
����.���#� ����
v�5�����#���
	 $������������ �����V��
����O����
v�5�����#��� 	)&G
	����
�$ �\!



4v;	;

A!���;
��������q�������	$&�?���#�-�=�9���.�����N���nf ���������HP8!<;��� ���.� u 0N������$E�������H�%�����N��������������!qy;��'@�n�%���	�.�

	�qf ��������� P8!<; '�
%$*�������������������Q���>FQ�����#�"�]����5�B��
4���S�%�����	�%�D�����(�	���%�����"�3����
���
�� �����D��������'
���#�=�������	����
%���(�������0����� u 0&������$��������#��!;A!��� +����=�x����0'#
%�������=���
	�1�	����
.�������4�	��� u 0/���!�����#�
�������.� u 0L���	����� ��
%� �����/��������'O�������������	����
%��� ��
W&H����� u 0�������$<�������	!FA!����� $&�#�����F�����	� ���
������
v� u 04������$ �����#�#�F��
w&H�!���"�N�����#���D���4���.� u 0N79���S�%�#�5��
��H
%��
�����!SA!�����F'#
��������,�H
%�����F��
(���.�
'���� �%�#�N���	&G������� 	=����� �N
�� �����L�%���	����� 
��gf ����������P8!<;8!NA!�������������<�������2���#���G��'����>�%�����A4cb 	�P8

4�4�4v;8
�4�4�4cU������ 4�4v;	Pn����FG�#���#�"� u 0>������$P�����#���x��
%�B���.�*����$L���O�3����
����]�������>
%�.�	
/�-��
�
����������
�����[��
	���n�.��
.�5����������!7A!���&���#'�
%���M'#�����&'#
%�����#���G
������4��
 �������������	����
%� u 0/����
%������
q�����#���

%�������#�=������'����<����� u 02������$ �����#�#� ��
7�����&�����c���#�4
������� u 0N79���S�%�#� ��
��G
���
���� 
%�����	!>A!���#���
�����Q^ 	 	 u 00������$,�������#����0�����	�'#�����*'�
%�����#���G
%���������<��
4�����('�������� �O�	&H�#������	-���#�=�������	����
%��� � !
A!���0������� ��������'X�%�����N���O�	������� �B�&���9���.�����4�7�����.�����=����'*&��������M
%��
��.�n$+��
.���������%�&
	����.�
u 0N79�������#� ��
��H
%��
	����!�A!���>'#
"�	�����������	�	�%�����"�	����
%�:�H
%������&.���X��
�� u 0�������$ �����#���,���<�����:
%�.�

	�������*�����������#��$ ����
.�5���.�#���N���.�#$����#�>�%����
&��.�N������� ���N��
��'�����P��
V����
v�5�����0�)�,�8�&'������+�����
+����S7 �%���	�������X�%�����N���O�	�������,�	�������������/�&'\7������%���H��
�������
.�J
��.����$0�	����
"���X&��	�O����'�������! �B��'��	�����
$&
%�=�4
��!�����������/�&'X���#�=�������	����
%���`��
%�4���"���#����
%$&����� ��������'>�����&��
/'#�	�����K�-��
 ��
 ��
	��� u 0
��
����4�.�B���[����
%$ ���=�9��&I� 0�� KR�R�
]4 	�2 � 
 �����%�����"�	�������)��������'��������������	����
%��� 
%��� u 0K�.
��
&G���������K�����X�����������#��$ �.��
.�5�������������e��������
D�.��
.�5�����0���6��$*�H
%�������"�4�����%�����"�	����
%�2
	�!���.�
���#�=�������	����
%���!
%�>���.� u 0)������$&�������#�O��������� ��������� �L+���� ��������'`�%�����N��������������!
f �����.���XP8!<;)'�
%��+���$&�N�������<���"�9��������
��6&+�2����
.�������7�����G� �������#�=�L����'#���#�����0
	�B�����&
	&5=��#'?�������
�)����'�����
%�[��
%���D�%�>�%���M�5�.$L&G����
	� �����1+���������� ��
6&H�>�	����������� ! A!�������)�����:�����,�H�#'��������#���
U�b�
%4vP�P8
 4.U P �����Z;�;�P u 0M������$6�������#�&�	�&�[������������'#�)
	�E�-�B
 u 0 ��
���� 	 '��������L�O��&G�������
	 ���S�%���";�� �\!BA!�����E��������'@� �,���	'#�4���!������������
����<������
������<��$0�	���������D��$�
%���,����� ��������� u 07������$
�������D�	���%�����"�	����
%�,�������#����! u ��������$L���O�3����
���� 
	� f ���	�����%P8!<;*���������;���.�E��������'@�X�������������!��������'
�����=������&��.����
%�N
�&.�������.���e&"�n���������E�����g�.��� �	����� ���� ��
��.��������
 ����� ��������'g������������&��/����
��`���.�#�
��
*����� +������#�!�����������������:��
P�����N��
��/���#��!
# ���	�����7���#�E�������J'�
%$X����������� �����:���������)'���� �%�#��
	� f ���������EP8! ; ���������	�4����� u 06������$
�������#����
/'#�	�����6�	�<�-�B
 u 0���
����e����
.�5�����������0��$&�������#���'�	�����.�&
	�!�����:
�&N=��#'����������)����'?����
��
��
%�w����� �����Y+������#����
-'#
���+���$������>
����N���"�9�.������
%�L�����	� ���.�#��� u 0 ������$L�������#�N'#
%�.�������9�.�����
�%
/
5�G&���������'#�a&H���-���#���0�����D�N��$L&H�#�;
	� u 0�������$<�������#�����������������F��������' �������N��������������!1A!���
��$*�G
%�=�@���"�F��������� ��
n&H����� ����$��������������:���#�	�������N�������H+ ���.�������;�����3� �����D$0�����G����FG�#���#��'��
&G�?�-�B���#�6���.�&���.���#�&'���� �%����'#
%$��#�`����
�$ �����������/�&'&�	���������%�	����
%�6��
%�4�7����$&������� �N��$e&G���

	�L����d+�����������! f�
%�7�M�����O�	�����%�����I��$&�����*�N��$e&G���7
��������d+������#����
*���)���>���.�K�	$&
��.�+�

	� ��������'L�����3�>'����3&H� $�
.�%���3&"�t����� +������#���0�����	�:'�
����"����! #K� ����� 
%�Yf ���������DP8!<;
�����	�4������	 �������#�a;��:�	���������%�	����
%�:��
%�,$+�G&G�?�����#�,�����	� �����>
������#���-��
K$�
%�=�,
	�������>����$��	!
#�� ������
M���#� �����3�>����� 	 ����� ���	���%�����"�	����
%� ������
A�B
%��$+� &H���������)������� ���.� 	 �������������	����
%��� �
�	���%�����"�	����
%�@!BA!�����\_8���O�����	����
%�����!�����	�D���.� 	 �������#�;�� �	���������%�	����
%�)���������<'#
"�����������c
H�������
'#
%$��#�0����� 	=�	��� �������%�����"�	����
%� 
�����#� ����� 	 �������������	����
%�.��� ! �9�)$e�����E&H� ��
������ �����	�:���.�
	=����� �*������	-���#�=�������	����
%��� �N�	���������%�	����
%�)�������#��� &H
������,��FG�#�%����
%$ �5�.����� �O�	�,�%�N���#����'@�L�,����'��
'#
%$*���������P��
N����� 	 �����%��� ;��D�	���������%�	����
%� !r�B
���������� 	=�	��� ������ 	 �.�#���������3����
������!�	���%�����"�	����
%�
�������#���H��
������0�������0� �����,�%��� �G
	�����O�3����
������'���D���&
��,�����;��
n&H�E�	&����!��
'+�����&H�������#�;��
����.����
%���
��
%�B�`����� �����A+������#����
5&��.�B�������H��
������&�@�	$	�E��
5
4$e��'@�0����$&�O�������:�����E�N��$L&H�#�B
�� +������#���
���!���S�%�������-����$&���!�O�����%�#���������V��
%������ 	 ���S�%���q;��N�����%�����"�	����
%� !
A!���<$&�����7���������'�������)����� $L�������M7�
�&5=���'������%�W�.��
�&����#$ ���!�����	� ���������&���.��������������'`&���������
%�
�����(��$&
	���"��
�� ��������'E�����	�������E��������'(�	���%�����"�	���E���B��&�������
<$&
.�%� ����
.�5���.�#�g��
/
5�&���#���������
��
%�0�K����$�������� �N��$L&H�#�&
	�`����� +������#����! A!���������,��� ������� &��O���������2���������#����'@� ��
v�B�������



4v;�B

�G
����#�"������� �O�	�,�%�,��������'&$�
.�%���4��� �����	� �������<����������������'��B
��,$+�e���#��� �����������.�#���0�������O�	�,�%�
����FG�#���#��'��#�O&H���-���#�#�7�����N�	$&
��.�+�
	�S�����/�&'N�	$&
%���4�����W�������������	$ ����
.�5���.�#����! # ���#�)���.�
�O�����%�#�=�D��������' $&
.���#�(���.���e&H�#��� �H�#����
���$���� &"�)���.�'+������%����� ����� +����������D
%�������<
	�������
������� 
5����� 
	&5=��#'?������� 
	�S�����(�����	��'@�)���B��
L+����>��
.� �����(��$&����� ��������'w���#�=�������	����
%���'#���E&H�
���������e������
w�)���=�������F��������'#��������$L&���������'#�]&H���-���#�#�P���.�x�����=�����#��$ �.��
.�5����������!"# ���#�P
%�.�
�����������#��$d�.��
.�5�����������'#�#�>�%���!�,��&��=�@���"���O��������$&
����E��������'D�������:�����*
������#����
.����� �����%
%�������.$
����� =������D��
*+���������� �O�����%�#�=�D��������'<�	���%�����"�3��� ������$&
.�%�<���!��
&���.�<�������=�(��
"�	�����L��$�
%���
�����!
������#�H���.����������$ ����
.�5����������!# �������B���.�%�.��FG�#������'#���;�������.�E�	$&
��.�+�F
	�G��������'!���#'#���������
&+� �#��'@�:�������������	$ �.��
.�5�������'&H�#'�
%$������#���	���>�%�#��� ��$&����� 
Q�����#���0�����&$&���"�D�B���/� ��
7$&
.���
�������#�����Q��$0�����.��������'(�����%�����"�	���#�;��
4�������.'#�E�����E��������'%������&���������'#��! ���&�����	��'������	
8&��O���������
����� ���#����'@�7��
.��	�,���D�O�����%� ��������'<�����%�����"�	���#������
v���%��
.��������� �����	��'@� ���	�������!�����	�D���G�����
��� ���@! � ���!$L���=�(&H���	� ���,$������������	�;���.'#�����������Q��
%$&�����879�,�H�#'���+�'�������
%��$0�3����
��<�����	� �B
��,$+�
�B����� 
%�2�c�%�����	�%����� �����P�����	��'@�6����������������'L�������&������N��
5
%����� 
%�N�O�	���#�*���.����������'@� !*����
����
'������	
�&������������0��
.�B���,�.� �O�����%�<��������'P�	���������%�	�����*�,�H�#�����`��� �����,��������'@�T��
��E���.�L+����=�W�����
�����J+������#���D
������	!

��� ���)+ ������������� � 	
	�����'��� ��� ��������� �
�E
.�3�B�('#
%$*�����\_/��� �������(�@�	�,$���
%� 
�����	���%
%��������$ &"�X����
.�5���������<�e����FG�#���#�"�'�
%���(�)����'?����
��
��
%� �����D�����/�&'E�S_/'@�������%���:������
����%�0�#��'@�?����
v�5�����#��
/�#��'@�0��������'Q���.��� �S_/'@�������%���:������
����%�
�*�%�>�%��������
.�/�����#�D���c�5�����&��+�_/���L'�
%��� 	)��
%���.$&�\7-&�������� &������������ �S! 08��'@� �P'#
����%�)����'�����
%�7���
$&
%���N'#
%$*�����\_)�����	�����.� ��������''&����O�	��'#� 
�&5=���'����>�%�n&G��'��	�����4��$X����
.�%�#$��#�"��� �����G����� ��
��

%����� 
%�����.�0��$�
����"�<
	�B��������'������	�<���N� ������'@�.���A����
�$8��
%$��X�.��
.�5������� ��
 ����
	�������n&��/�
������
,
%�7�����N�����O�	�����%� '�
%���D
	�1���.�N��������'w��
%������`����
.�5���.�#����!
f �����.���*P8!CBE���������#�"���<���.�&����$L�����	����
%� ���#�,�.�����W������� �-�B
 	���
����S
-��������� 	�$&��������� �(����� ��
����
	 &H
�����
%$ � ����
.�/�����#����!Hy;��'@�?�����	���0
	�qf ���������QP8!CB<����
.���B����� &G�����B��
%���.����
%���H��
������X&+�����.�
�����%
���������$ �	�(����'@� �%�����#���	����
%� 
G�S_8�������������K��� ���H�#��'#�#�"���	�%�,
	� ������'#
���� 
	� ��������
%���.����
%�
��
������ &"�L����������� �������`���� ��
��.��������!nf�
%�(����'@�T�%�������D�B�G����
.�/�����,����$L�����	����
%���a��
%�(���.�
�������#� ��������'<�����%�����"�	����
%�>�����%�����D�����)�-��
����>FQ�����#�"�D'#
����D���?���������%��
	� �����`����
v�5�����#����! A!���
'#
%�=�E
�� �#��'@���.��
.�5�������D���O����
.�5���.���7
%�>�����N�����%�#����
	�1���.�'�����	���.��!
A!���0�-��
 �	�������#�<
	�������0���#���	���>�%�&'#
%�=�L��
%�<�����0�-��
 ����
.�5��������������$L�.�O�	����
%��� 	���
��6
	�%f ����7
����� P5!<B �����������������	���>����� ��$X�H
%�������"���H
%���+���:�	&H
��.�0����� '�
%� �%���,�%����'#�2
	� ���.� �����%
���������$ !
f �������c
1�����X����FG�#���#��'��?&H���-���#�#�M�����:'#
�����
��!�����������/�&'X��
%� �����0�-��
D����
v�5�����#����$L���=�L&H�
�,����'#���#�"�����7��$*�G
%�=�@���"�D����
%�,�.�#�E��
:��'@�.�������,�&�.
%�87��.���%�����%��&����w�%����� 	 ���S+������ �	�E���.�e�H�#� 7
'#�#�"���	�%�����2'#
%�=�4��������'?����
%�K'�
%$*���������2��
7�����X����� ��
%���.����
%��� ���������)��$&�����F�N��$L&H�#� 
	�
�����t+�����������!`f�
%�E�����=�@���.'#�	
 ������� �:'#
%�=� 
	� �-��
V��
��E���.�e+����=�W����
v�5�����#� �	��� 
%���e��
��E���.�
���#'�
%��� ����
.�5���.�#��	 �.�#��
������ &"� 	 ;8
>4 ��
��)�����N�O�	&H�#���B
	�1���.�*��
��V�%���	���)
	�rf ���	�����`P5!<B �\
.���.�
��
������r�%�����L��� �����L4c2 b����#�������	����
%���E���(�	&G
	�.�*�-���#�"��� 79���.���#�G�H�#��'#�#�"�W��
%�(����� u 0L������$>�����#���
���������4�	&H
��.�*�������#�"�����#�T�G����'��#�"�W��
%�E����� 	��������#� ;��4�	���%�����"�	����
%�@!Qf�
%�D����� 	)2�
>4 �D'�
%��� ����� 7
��������
"�����%�"�������B�	���E�<�����������O�����.�#�(��
������*�G����'��#�"�g��
%�;���.� 	=�	��� � u 0�������$��������#�B�	���%�����"�	����
%�
�����7������������� ���������!�����������?�H�#��'#���+�%��
%������ 	 ���S�%���";��N�	�	�%�����"�	����
%� !
A!���,����'#
%��� ���������X�B�,'#��� ��
�����'#�<'#
%�.'#�#�����*���.� �5������������
�� ��������
%���/����
���� ��
��.���6&"�L���.�
�������#� u 07������$:�����#�4�	���%�����"�3����
��7�������#����!�A!���<���������4�	�	�%�����"�	����
%�7�������#�S�S_/����&����(�&����$��������
&G�����c�/��
%�P���,��� �����:��������'V&����O�	��'#�:
	&5=��#'?�������	
]������� �6&H�������#�,��
%���.����
%�.�L��
������J&"�6���.�



4v;/2

60

65

70

75

80

85

90

95

100

0 20 40 60 80 100 120 140

C
os

t (
%

 o
f d

ef
au

lt 
B

G
P

 s
ol

ut
io

n)

generations

all,(2,1)
destinations,(2,1)

level2,(2,1)

all,(4,1)
destinations,(4,1)

level2,(4,1)

60

65

70

75

80

85

90

95

100

0 20 40 60 80 100 120 140

C
os

t (
%

 o
f d

ef
au

lt 
B

G
P

 s
ol

ut
io

n)

generations

all,(2,2,1)
destinations,(2,2,1)

level2,(2,2,1)

all,(4,2,1)
destinations,(4,2,1)

level2,(4,2,1)

65

70

75

80

85

90

95

100

0 20 40 60 80 100 120 140

C
os

t (
%

 o
f d

ef
au

lt 
B

G
P

 s
ol

ut
io

n)

generations

all,(2,1,1,1)
destinations,(2,1,1,1)

level2,(2,1,1,1)

all,(4,1,1,1)
destinations,(4,1,1,1)

level2,(4,1,1,1)

f �����.���aP8!CB�� 0/��$L�.�O�	����
%�e��
�� '#
%�=�]�)�.��'�����
%� �;W����
.�5��������� 	���
����\
8BW����
.�/�����#��� 	�$&����������� �	���
2*�.��
.�5����������	 &H
�����
%$ �S!



4v;	P

	 ���S�%���; � �	���%�����"�3����
��V��
��(����$&����� �N��$e&G���(
	�r+������#���a���������W��
%�E�&�O�	�,�%�N�N��$L&H�#�D
	� ����
+������#�������.� 	 �.�#���������3����
������ �����%�����"�	����
%�V����
v�5�����#�D�����n&G�����*���#����������!%f�
%�(����$&�����-�N��$e&G���

	�������[+�����������
"�����E$�
%�=����$X�H
%�=�@���"� � ��'?��
%�;���;�����D��$�
����"� 
	�Q��������'������	� '#���X&H�D$&
.�%���
����
����?����� +������#�`����
�$ 
����X�������������	$ ����
.�/�����#� ��
L����
������#��! f�
%�<�������,�%���N��$L&H�#�<
	�
�����6+������#���F
%�������!
����.�#�F���	��� 
%���.� 	 ���S�%��� ;���	���%�����"�3����
��4��� ���9�.' $4���,�����F��������'@�G&G��'��	�����
���Q��
%��$5�w������� ��
/
>�����,�%� ��������',�	���%�����"�3���#��!NA!��� 	=����� � �����%�����"�	����
%� ����� �:�O�	�,�%�<�����	��'@�
�,����'��&��������������	-���#�=�������	����
%�����P�	���%�����"�	����
%� ������'#�0����� ��$*����
v���#$��#�"���4����������
.�B���<�������
����� 	 �������������	����
%�.���P�����%�����"�	����
%� !�A!��� 	 ���S�%���g; ���	���%�����"�3����
��D�B
%��$+�n�������������,�%���*��������'
�	���%�����"�	���#�&�����J���J�K��$&�������#�,��������'@� �,���	'#�	
!�.�#��'��L������� �N�������7����'#���#�"����
%�&� ����$��������
�5�.$L&G���<
��O����� +������#����!>A!���&
�������� �-��
 �����%�����"�	����
%� ���S�%����� 
%�K�����&
	�������<���	���:��
%�,$
���)�O�����%�#����������'@�L�,����'#���(��
0����� ����
.�B��� &��/�D�������V��
%�,$>
��7�����'+����#�=�(��������' �	���%�����"�	����
%�
�G
%������&����E��
����.���>�	���(�.
��!���,��' $:���0���������������	��'@�E��
%���������'#���#�"�����0�����,�%�E�N��$L&H�#�
	�"����
+������#����!
u �*����
.���K
%� �����L&H
�����
%$ �%���	�.���*
	�(f ���������LP8!CB�
G�����,����$L���O�3����
����O�������D��
	���w����
v�5�����#���
�%�������"�����.� ����$�����������
>�����,�-��
��.��
.�5���������N'������	!L# ������
%�.������
.�5�������N����� �>'#
%�=�N����������� 7
��'��	�+����� �����,�%���<�������M������
	����������
F�����>�����%
%�������.$8'����:+����M��$*����
.���#$��#�"���,�	�����������0�-��

����
.�5��������� '������	!?# �����K�����&'�
%���<���?���������7��� $&
����,'#
�$X�����S_ �.
v�������#��
 $&
.�5�����>������������� 7
+�',
%�2� 	 �����%���H;�� u 0 ������$������#�,�����N�>��
%�87 �����>�5�O���1��$*����'?�*
%� ���.�,��$*����
.�%��$&���"�N��� ���.�
'#
%�=�e�)����'?����
%�[&H�#'#�	�����:���S�%�#�����g�.�#���������3����
����4�	������� �%
%�>�%��� ! # �.�#�6
%�.�X����
.�/�����#�<�����4�
�O�����%�#��'#
%�=�D�������7�����Q
������#����
�� ������'@�.������� 	 �����%���q;�� u 0:������$&�������N��
.����������,��$&�������#��'#
%�=�
����
.�5�������*���E'#�����@�	��� ��
>�������.'#�����.�4��
������ '�
%���*
	�;������
	�G�����	����
%� ������'�����
�$&�4��������'L��
/���
����
%$ ������� $&
����<�S_8�G�������>�%�?�.��
.�5������� ��
L�������<'#
%�=����� 
����#�'���������������0
������#�'�������������	����
%���
����
%���,��������','@�������%�G&G�?�-�B���#��� �N����� '#
����`����
v�5�����#���'�.
7�.
�� ���.'#���#�����,�����,'#
%�=�c!e# �.�#�
����� '#
%�=�(�������������0����$�
%���N'�
%$X�.���S_ 
 $�
v�5�����P��
%$�� ��������'N��
&�&���#���D'#
��������V����
.�5���.�#�D$0���
������
7$�
.�%�P��
�$&�,
������#� ��������'�����
%$ �7�=������� ���#��� '�
%�������6�.��
.�5�������N��
7�)$�
%���,'#
%�=����� 
%���	

$0�	$+�����������N���?�D���#��������
�� �����N'@�������%�'���>�&'������B��
G����������'?�c!
u �����������������	����
%� 
	�������&$0�	��� �������	���	���"�@���%�&
������� 	 �������#�(;�� u 0 ������$ �������#�4�	���H�������<���
�����>����$L�����	����
%�[�������6��������� �.��
.�5���������P�����M����� 	 ;8
<;8
>4 �<'#
����P���?����������!KA!�����,����$L�.�O�	����
%�
��� ����
.���6��
 &G�&���9�.' $���������
/'#���;
��.����$L��$ &H�#'#�	�����0
	����.�?������'������<'#
%�=���������������������	�
�����S�%�#�"���������)������
%��������$ ��
2��$X�.��
.�%�0�����>���#����'@� &"�M$�
v�5����� � �O�����%�&��������')�	�	�%�����"�	���
��$&
���������
.�/�����#����!`�9� ���(
%�����7��� ���.�������O�	�����%�<'#
%�=���N��$�
%���X����
.�5���.�#���N�	���L���>FQ�������+�(�����	�

%��� '#���3&G�L�,�����L�����3�>�O�����%�)�����/�&' �	���%�����"�	���#���������D������
.� ��$*����
v���#$��#�"�>���I�����L'#
%�=�
�)����'�����
%�E�����������������%���'����� +������#��!]� ���� ���	� �	����
.�����>���.�4�����%
%�������.$ ��
0�	�������>�������#���	�
����� +������#���E�	�D���	'@�D�%�#�.�#���3����
�� 
�����������������'#
	�����7���c�%�n�����S�%�#�"����� ���.�������%
%��������$ ��
*&H�
���9�.' $ ��
%�*���.� 	 ���S�%���H;�� u 0 ������$������#����!���� ������'�����'#��
-��� ������'#��� �����	� ���.�,�O�����%�#�=�*��������'
�	���%�����"�	���#�W&H�&������'@���	&����,������
����%� �����������#��$ ����
.�5���.�#��� ���c�5�����>�����&����$��,'#
%�=�<��
7����
.�
��
.���6�����&��$*����
.�%��$&���"���4
�������0�����	��'@� ! �D
����������3�4���.�0
������#�<����$e���O�	����
%�6�����������������
����
.�5���������E�����7����� 	 ���S�%���; � u 0)������$:�������#� �G������
%��$&�D������
�����������+�'#���"�����?�B
������ �����	�����.�

��������4�-��
 u 0�������$K�����#�)�	�	�%�����"�	����
%����
F'#
%�8+���$������������	�,�����?���	������'��������4�������������%�L�������
�������#�L����
.�/�����#���Q���L�������2�����<���#���G
�������&����'��
%�E�����L&��	�L���#���������*
	� ����� 	��������#� ;�� u 0�������$
�������#��!



4v;�R

� � � � meo�� ������j�mno

#��X���������#�"�����M���2�������<'@���	�.���������K����
%���.����
%�������2�����%
%�������.$ �����	�<�������#�N��
L$����.��$��'�#�����

�&5=��#'?���>�%�L�)����'?����
%�6&"� +����.�����0�����,�,�.'#'#���������%�X�����Y+����������(��
E&G�P������������� 
�� ����������
��
��.���#��!%#K�����	�������	�������������E�����%
%��������$ 
%���-��
>
�&5=���'����>�%�'�)����'�����
%�.�*����� �&���#���1���"�����,��
�7
$0�����7��������'L�.�#$&����� ����� ���#��� ����� ��
��/�������&�@��&�������!Q#K�4�=�9��������� �����L&H�#���c�5��
%�E
	�;
����
�����%
���������$ ��
%�B���������'��������$������#��� �F���.� �N��$e&G���!
	��.��
.�5����������
������ u 0>������$&�������<�����%�����"�/7
����
��?��
%������N���+���#����
%$&�����:��������'N�����)���.�N���5�H�<
�� 
�&N=��#'��������`�)�.��'�����
%� !
� �.�4����$L�����	����
%��� ����
.�����M�����3�4���.�E����� �	�.���'����I����1�G������
%��$&� ��������'?&���������'#����� &H�S7
�-�B���#������
v�5�����#���F���"�G
5
%��
%�����<���r��
5�#� �.
��F��$X����
.�%����� ������N��$L&H�#� 
	� ����
v�5�����#��� ���.'#���#�������
�����(��
4�����E�����\7-&������	$+�����4������������������W����J���#'�������
%�?�.��
5'#�#����! #K�*���.
v�����7��
.�����%���!�����	�
��$*����
.�5�����E�����!��������'a&����O�	��'#�!'�
%$X������������
N�����a����� �������]�����K��
%���/����
��,���;��
�� �W���>�&'������
����
�&.���#$ ! �E
.�B�S�%����
x�������I�����)�N��$L&H�#��
	�Q�����������#��$ ����
.�5���.�#�������.'#���#��������
!$�
%���)�	���
$&
%���`����� +������#���������N��� �N���������)��
G����
��G�������?&���������'��N�����*��������'	!
f 
�� �>'#
%�=�N
�&5=��#'?���>�%�	
S
��.� ����$e���O�	����
%�.�E����
.�B���K�����	� �������%����� 
	� ���.�,
��.����$&�����	����
%� ���\7
�G��������N��
	��
��&���.�E���#�O�3��������'#
%�=����	$&
%���N�����%�����������#��$ ����
.�5����������! #��D����
.�����:�����	�����S7
����'#�����*���.�!'#
%�=�;
	�������!���"���#����
%$&�����<�����/�&'g&+�,�*����������+�'#���"� �H�#��'#�#�"���	�%��'�����&H����'@�����������
�������7�,����$&�������:�N��$L&H�#��
	������J+������#����!



4v; 	

� �������	��
 �

 ����������� �����	��
������ ����� ��
�� � !
�"��#$��������
%����# & �'�%� ( ) *

+-,/.10��/2324.6587:9;7=<>74.S7@?�� 7A7B,C.S7D<>237FEG5HEI5J7B.62,�/?LKM<LEG5N7B24<��O01.P5��LEI5/.6.P24EG5��-EI9@�/24EGKQER7BE��L. M4.R � !q#S,/EITG.
� 0��19r$85/?.�U74,/.PEG2�EI5J7B.6245V<LTW74?��'?WTI?��>XH<L5��Y7B.60=,/5/E��5�C.P9:.S_ZEI9;7[74?\93.67:7B,/.H� ����0P?L937B9  		R � 
>KO?W937
?	�[74,/.PK]24.PTRX^?W5	KM<>55�/<LT_79�C5/EI5��`74?Q<����/24?	�/24EI<>7B.6TGXQ94.67\7B,C.PEI2O� ��� �a.PE��W,J7c! u 7b7B,/.YEI5J74.P2 7
�/?WKQ<LEI5%TI.��L.PT 
FKM<c747B.6249N<L24.d.S�W.65T�a?W2493.	! � �e.62B<>74?W249f0=,/<L5��W.d74,/.PEG2N24?	�C7BEG5��?�'?WTIEG0PEI.69N<>5��
7B,/. �����g<>747424E�&��C7B.69h?��_7B,C.i23?��C7B.69j?W5Q<kKQ<L5N�V<LT &/<L94EG9]�bER7B,/?��Z7j<`�/23?��e.62(�C5��/.P23937B<L5��/EG5��
?	��9,�C0=,^0=,V<L5��W.69j?W5Q7B,/. �V?.�S?	�F7B,C.i7B24<��O0	! � <L5JX��/23?�&/TG.PKO9j<L23EI93. ���C.i7B?kKQEG9406?W5�+ ���C2B</77BEI?L5/9iEG5	74,/.l23?��C74.P249�>4cb�^ � !\+-,C.l0��C2424.65J7W�/2B<>067BEG0P.�EI5 �����7 &V<L94.���7B24<��O0k.65��WEG5/.P.624EI5��MEI9
?	�m7B.65 	@7424En<>T>7D<>5��87@.62423?W2��9
/E !o.	!N<L5p?��'.P24<>7B?W2\0=,V<L5��W.P9f74,/.L�����S<>747424E�&��C7B.69N?	�q93?WKO.l24?	�C7B.69
7B,V<>7*�a.P24.�?�&/94.62��L.��r7B?s0t<L2323X�<sTI<L2,�W.%<LKO?��/5J7Q?	�f7B24<��O0�<>5��"?�&/93.P2 �W.P9u74,/.�.SF_.6067M?W5
7B,/.dEG5J7B.P2��/?WKQ<LEI5	7B24<��O0	!nfv?L2NTn<>2,�W.�7B2B<>5/94ER7w� 0��19�
�EG5J7B.P2��/?WKQ<LEI5	7B24<��O0`.P5��WEG5/.P.624EG5��uEI9f<
0P?WK*�/TI.\_T�/24?	&/TI.6Kw.S�W.65J�x?L2k?��Z79&'?��/5��y742B<��O0?���/.Q74?pEI5J7B.62B<L0z7BEG?W5/9'&e.z7-�j.6.P5 ������<>5��
7B,/. � ���"!8�@5M74,/.N0P<L94.i?	��9;79��& u 0Z.P9{?L5Q7B,C.N?L74,/.P2a,V<L5�� 
|7B,/.i24.P<L94?W5X�x?W2h74,/.f<�&/94.65/0P.f?��:<
�/24?��'.P2q.65��WEI5C.P.P23EI5���?	� �����sEI9qKM<>EI5/TRX`<YTn<L0 $d?�� �/5��C.P249;7=<L5��/EI5��k?	�_74,/.a�j?W2�$8EI5���?	������
<L5��MER7B9h.�Fe.P0z7-?W5Q74,/.i742B<��O0�!1+-,/.f<LEGK}?	�F74,/EI9h0=,V<	�C74.P2{EG9h74?e�/.6KQ?L5/93742B<>74.\74,V<>7x�C24?��'.P23TGX
79�/5/EG5��X������74?M?��Z7BEIKOE'�6.f7B,/.k?��C7,&e?��C5��%742B<��O0l?��1<Q9;79��& u 0%EG9\5C?L7f<>5�EI939,�/.�
_.S�W.P5�?W5
24.PTI<>7BE>�W.6TGXQ94,/?W2;7b7BEIKO.P930t<LTG.P9-?	�~<L�x.���KQEG55�Z7B.P9�!

����� ��� � � ���N�'��� ���
	 �#���� � �
+-,/.?�W?J<>Ta?	�-74,/.M742B<��O0u.65��WEI5C.P.P23EI5��%7B.P0=,C5/E'�N�/.?�C24.P93.P5J7B.���EG5y7B,CEI9l0=,/<	�C7B.62dEI9�7B?p742B<L0 $
7B,/.O?��C74EIKQ<LT �/EG937B23E�&��Z7BEI?L5�?	�{7B,C.QEG5874.P2��/?WKQ<LEI5�7B24<��O0�?W5s74EIKO.P940P<LTI.69Y?	�{KOEI5N�C74.P9'�/5��/.62
7B,/.O0P?W5C937B24<LEI5J7l?	�{KOEI5/EGKQE��PEG5��M7B,C.M5N�/KL&'.P2�?	�a������0P?L5�+ ���/24<>7BEG?W5y0=,/<L5��W.69�!�+-,/.M7-�a?
?�&5=3.P0z7BE>�W.W�)�/5/0z7BEI?L5/9\<L24.f74,5�C9 �
4�!bKQEG5/EIKOE'�6.\74,/.Y5N�/KL&'.P2b?	�������24?��Z7B.Y0=,V<L5��L.P9�

;8!b?��C74EIKOE'�P.h<L5l?�&5=3.P0z7BE>�W.g�)�/5C067BEG?W5L�/.S+V5/.��`?W5l7B,C.{?��C7,&e?��C5��l7B24<��O0{94.65J7�7B?N74,/.x����
5/.PE��W,N&e?L249�!

+-,/.L+V249;7H?�&5=3.60674E��W.`06?W5/06.P245C9n����S24?��Z7BEI5���!��HE��W.65p7B,V<c7f7B,/.624.�<L23.dKQ<L5JX�23.PKO?L7B.k5/.67 7
�j?W2�$89]�bER7B,��b,/EI0=,Q<H937,��& u 0�.\_C0=,/<L5��W.69h742B<��O0b?W5�7BEIKO.P930t<LTG.P9�?��_KOEI5N�C74.P917B?`�V<tX|9 M4.B 	 � 




4v;�U

?W5/.O0t<L5/5C?L7d23. �N�/EI23.Q74,V<>7k.P5��WEG5/.P.624EG5��	74,/.MEG5J7B.P2��/?WKQ<LEI5�742B<��O0M5C.P.��C9l7B?%EI5�� �C.P5/06.Q7B,C.
7B2B</�Q0j?	�'<N7B?|?fTn<>2,�W.]�x2B<L0z7BEI?L5l?	�v7B,C.P94.-23.PKO?L7B.a5/.67-�a?W2�$|9�! u 24.P<L94?W5/<	&/TI.a?�&5=3.6067BE>�W.-?	�e<L5JX
�����7 &V<L94.��u7B24<��O0H.P5��WEG5/.P.624EG5��l7B.60=,/5/E��5�C.�93,/?��/T��E&e.i7B?`KOEI5/EGKQE��P.\<L9{KL�C0=,%<>9x�e?L9494E�&/TI.
7B,/.'&��/2��/.P5p?L5D�����r!v+q�j.P<	$8EI5��M74,/.n�><LT��/.Y?	�1TG?Z0P<LTq�����r<>747424E�&��C7B.69\,/<L9N5/?QEIK*�V<L0z7b?W5
7B,/.'������<	�8�W.P2;7BEG94.PKO.P5J749i93.P5J7i74?*����� �e.6.P239i?	�~<`937,��& u 0Z.P9�!
+-,/.f7B24<��O0f?�&5=3.6067BE>�W.69b74?�&e.N?��C7BEGKQE��P.���&JXu9;79��& u 0|.P9-KOE��W,J7x�CE�Fe.P2x�/.��e.65��/EG5��`?W5u7B,C.PEI2
94E'�6.l<>5��%74,/.PEG2\KQ<LEG5�&��C94EI5C.P949�!a�@5%7B,CEI9b0=,V<	�C74.P2�
 �a.e�/93.k7-�a?M24.��/24.694.6587B<>7BE>�W.d?	&5=3.P0z7BE��L.P9�!
+-,/.Q+V23937-EG9h74?d. �N�V<LTGTGX*&V<LTI<L5/06.i7B,C.i7B?>7=<LTv7B24<��O0f?.�W.P2a7B,/.H<c�><LEGTn<	&/TG.O�/24?.�|E��C.P249�
/9,�'.P06E�+V.��
<L9
min(max(tri))



i = 1, ..., n



n
&'.PEG5��p7B,C.^55�CKL&e.62`?	�i<c�L<>EITn<�&/TI.G�/23?v�|E��/.P239�<L5��

tri�/.P5/?>7B.P9-74,/.�<LKQ?	�/5J7-?	�:7B2B</�Q0Y93.P5J7b7B?G�/24?.�|E��C.P2
i
!]�j.60t<	�C94.H7B24<��O0'&/<LTn<L5C0PEI5��dKQE��W,J7O&'.

7B?|?d94EGKX�/TG.	
N�j.Y<>TI94?l.��><LT��/<>7B.N74,/.f?��Z7BEIKOE'�P<>7BEG?W5O?	�[<l94.60P?W5��	?�&5=3.60674E��W.H?��q&V<LTn<>5/0PEG5��l7B,C.
0P?W9;7�7 �a.PE��W,J7B.��u7B2B</�Q0�
/9,�'.P06E�+V.��	<L9

min
∑n

i=1 ci × tri
Pn

i=1
tri

�b,/.624.
ci
�/.65/?L7B.69{7B,/.H06?W937{?	�

?W5/.'�/5/EG7i?	��742B<��O0�94.6587N7B?��C24?.�|E��/.62
i
!\+-,C.lKOEI5/EGKL�/Kd�x?L2\74,/.k93.P06?W5��p7B24<��O0k?	&5=3.P0z7BE��L.

,V<	���'.P5/9w�b,C.P5
ci × tri = cj × trj, ∀i 6= j

!w#s.d7B,N�/9H0P<LTIT�7B,/EG9f94.60P?W5�� ?	&5=3.P0z7BE��L. 	D06?W937 7
�j.6E��W,J7B.����Q7B2B</�Q0X&V<LTI<L5/0PEG5���93EI5/06.^<>7k7B,/.QKQEG5/EIKL�CK 7B,/.X�L<>T��/.69l?	�-74,/.M7B24<��O0u?	�-.P<L0=,
�/24?.�|E��/.62*�a.PE��W,J7B.��Z&JX�EG7B9�06?W937M<L24.	. �N�V<>TN<LKO?W5���74,/. �/23?.�ZE��/.P239�!"+-,C.�94.60P?W5���7B24<��O0
?�&5=3.P0z7BE>�W.YKQ?5�/.6TI9{7B,C.`�L?WT��CKQ.\7-&V<L93.��V&/EGTITIEG5��e�'.P2 �x?W24KO.��V&JXu742B<L5/93EG7a� 0��19�!

����� ��� ����� �#��� �
+-,/. u 0|.P9��a.�KM<>EI5/TRXA�x?Z0��/9M?L5"EI5�74,/EI9Q0=,V<	�C74.P2^<>24.�9;79��& u 0Z.P9u74,V<>7M0P?W5/9;7BER79�C74.%7B,C.
KM<v=3?L24EG7@Xp?	�{7B,C. u 0Z.69lEG5s7B,C.?�@5J7B.P235/.67 >4vP 	�� ! u 7k7B,/.X�V<>7B.Q?	���W<L5N�V<L2;X:;�26;	b	b	2�KO?W24.
7B,V<L5*U�R�� 	 4c2�B�B 	i?.�W.62a4.R P�;	B��[?	�v7B,/. u 0Z.P9 �a.P23.\06?W5/93E��/.624.��Q<L919;79��&87 u 0Z.69H&8X u � � � � �o9
�����p23?��C74EI5��b7=<	&CTI. >4vP54 � ! u KO?W5��\7B,/.694.a9379��& u 0Z.69�
	�a.(�x?|0��/9[?W5 u 0Z.P9~0P?W5/5C.P0674.��d74?i7B,C.
�@5874.P235/.67b7B,C24?����L,%93.��W.62B<LTq�/E>F_.624.6587a�C24?.�|E��/.6249�!]�j.60t<	�C94.�9379��& u 0Z.P9a�/?O5/?L7b?	Fe.P2{742B<L5C94EG7
94.P2 �|EI0P.�
_7B,C.6XD�C?u5/?L7f<	���W.62374EI94.L�|EI<Q.c����r7B,/.l24?��C74.P9N74,/.6X�TI.P<L245 �x24?WK 7B,/.6EI2 �e.6.P249�!W�@5
7B,/.�0t<L93.k?��1<�9379��& 
V7B,/.624.k<L24.Y5/?OEI5J7B.62B<L0z7BEG?W5/9a&e.z7-�j.6.P5�74,/.�TI?|0t<LT������23?��C74.�7-�a.t<	$8EG5��
�e.62��x?W23KQ.��	?L5�74,/.Y.c������23?��C7B.69bTI.t<>245/.��V�x23?WK]74,/.`�e.6.P249\<L5��	74,/.Y24.P9;7\?	�[74,/.`�@5J7B.P235/.67�!
f~E����C24.]R�!>4(�/TG?L7B9�74,/.g�/EG937424E�&��C7BEG?W5H?	�/74,/.a5N�/Ke&e.62[?	���/24?.�|E��/.6249:937,��& u 0|.P9~,/<.�L.{<L060P?W2��/EI5��
7B,/.p74,/. ����� 7=<�&/TI.69?�J<>74,/.P23.��3�x24?WK 94.S�W.62B<LTW�><L5J7=<	�L.D�e?LEI5J7B9^?W5 �i.P0P.6KL&'.P2 4v;I;	b�b	B
>4vP 	�� ! � 5Jf[E����/23.�R8!�4�
 �a.u?W5CTGXs0P?W5/93E��/.62l7B,C. u 0Z.69e�x24?LKw74,/.?�J<>74,/.P23.��J����� 24?��C74EI5��
7=<	&/TG.P9d74,V<>7��a.P24.	5/?L7�06?W5/93E��/.624.���<L9G�/23?v�|E��/.P2L�x?W2�<>58XU?	�i74,/.PEG2��e.6.P23EI5�� <L060P?W2��/EI5���74?
7B,/.u,C.��/23EI9374EI0?�C24?��'?W94.�� EI5 M4vP 	�� ! u 0P0P?L2,�/EG5��p7B?p74,/.E�V<>7B<p?	� >4vP 	�� 
%4�2N;	U 	 u 0Z.P9L�a.P23.
0P?W5/93E��/.624.��U<L9Y937,��& u 0Z.P9�! u KQ?W5���74,/.P93.Q9;79��&C9 u 0|.P9�
P	R 	54 	)2 b	� �H<L23.�94EI5��WTI.\7@,/?WKO.��
<L5��3R 	/2 U 	 2 	
� �X���V<>T>7@,C?WKQ.�� ! +-,/.�<c�W.62B<	�W.�55�CKL&e.62u?	�`�/23?.�ZE��/.P239�	 �CEI9374EI5/0z7 u 0Z.P9 �
�e.62f937,��& EI9e4	!<U 	5!�+-,C.P94.�KL�CTG7BEM7@06?W5/5/.6067B.�� u 0|.P9H5/.6.���7B?E�/EG937424E�&��C7B.�7B,/.6EI2NEG5J7B.P2��/?WKQ<LEI5
7B2B</�Q0	<LKO?W5���93.��L.P2B<>T\EG5J7B.P2��/?WKQ<LEI5gTGEI5�$89�! u TIKO?W9;7O<LTIT u 0Z.69Q,V<c�L.	74?T�/< X TI<L2,�L.?� 0��19
7B?V�W.67k<E�WTG?�&V<LT�06?W5/5/.60674E��|EG7@X�?L5 74,/.G�@5J7B.P235/.67�!M+-,/.�06?W937�?	�a7B,/.`7B24<��O0�?W5�7B,/.694.OTIEI5�$|9
0t<L5*&e.60P?WKO.-EIK*�'?W237B<L5J7c!:+-,/.P93. u 0Z.P9H�j?	�/T���+V5��OEI5J74.P24.6937hEI5�23.��/EG937B23E�&��Z7BEI5��H94?WKO.{7B24<��O0
�x24?WK KQ?W23.�.S_8�'.P5/93E��L.(�/23?.�ZE��/.P239F7B?.�j<L2,�/9�TG.P949�.\_��'.P5C94E��L.a?L5/.P9�?W2�93EIK*�/TGX &'.67474.P2�&V<>Tn<L5/06EI5��
7B,/.6EI2f7B24<��O0O<LKQ?L5��u7B,/.��><L23EI?��/9Y<c�><LEGTn<	&/TG.d<L060P.6949�TIEI5�$|9�!Gf �/2374,/.P23KQ?W23.	
F74,/.�55�CKL&e.62Y?	�
�/24?.�|E��/.6249 �'.P2q937,��&OEI9�5/?>7q.S_8�e.60674.��Q74?`�W24?.��KL�/0=,OEI5d7B,C.a�)�Z79�/23.-94EI5C0P.\<	���/EG5��W�/23?v�|E��/.P239
,V<L9a&e.6.P5	94,/?.�b5	7B?G&e.Y?	�[TIEGKQER7B.��X�><LT��C.�>4�4 � !



4v;�^

0

1000

2000

3000

4000

5000

6000

7000

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

N
um

be
r 

of
 s

tu
b 

A
S

es

Number of providers

Distribution of stub AS’s providers

f[E����/23.`R�!>4�� � �/Ke&e.62-?	��C24?.�|E��/.6249O�x?W2-937,��& u 0Z.P9�!
+-,/.H24.6KM<LEG5��/.62j?	��74,/EI9{0=,/<	�C7B.62{EI9j937B2��/067,�/24.��	<L9g�x?WTGTI?.�b9�! �@5^93.P0z7BEI?L5VR�!�4w�a.W�/EG940��C949{7B,C.
�/E��O0��CTG7@X�?	�q?W557@TIEG5/.H7B24<��O0l.P5��WEI5/.6.P23EI5��*�bEG7B, �����r!��@5p94.6067BEG?W56R�!<;*�a.L�/23?v�|E��/.l93EIKL�/TI</7
7BEI?L5/9�74?�.S�L<>T��V<>74.O74,/.X�x.P<L94E�&/EITGEG7@X�?	�-?��C7,&e?	�/5��y?L587@TGEI5/.`7B24<��O0M.65��WEI5C.P.P23EI5��V�bEG74,A�����r!
0Z.P0z7BEI?L5�R8!<B��/EG940��C9494.69N.\_Z74.P5/93EI?W5C9\74?O?	�/2-EI5J7B.62,�/?LKM<LEG5u7B24<��O0H.P5��WEG5/.P.624EG5���94?WT��C7BEG?W5 !

� ��� � j�� � � �\p � m �tmno�� �Sj�o�� � �

� ?W937~?��C74EIKOE'�t<c7BEI?L5'�C24?�&/TG.PKO9r�C.t<LTR7r�bER7B,dEG5k7B,C.jTIER7B.62B<>7,�/24.a<L24.a937B<>7BEG0a?W5C.P9 KU�4�
54v;�P � ! �iX 75V<LKOEI0�?��Z7BEIKOE'�P<>7BEG?W5fKQ<LEI5CTGX%�j?W2�$89[?W5�0P?L5874EI5N�/?��C9"�C24?�&/TG.PKO9�CB	2 � !fV?W2��/EI930P23.67B.h<L5��l0P?LKG7
&/EI5V<c7B?W23En<LTr�/24?�&CTI.PKO9HEI5 �CX|5V<>KQEG0O.65 �ZEG24?W5CKQ.658749�
:.��L?WT��C74EI?W5/<L23X <>T��W?W23EG74,/KQ9N<L5�� 9��j<L24K
?��C7BEGKQE��t<>74EI?W5 7B.60=,/5/E��5�C.P9u<>24.?�bE��C.PTGX:�/94.�� KB ;8
 B�^ � !
	i5��x?L2379�C5V<>7B.6TGX	
a5/? ?��Z7BEIKOE'�P<>7BEG?W5
7B.P0=,C5/E'�N�/.dEG9 $85/?.�b5p74?�&'.d<	&/TG.�74??�/.P<LT"�bER7B,�<LTITq�CX|5V<LKOEI0'�/23?�&/TI.6KQ9�!b+-,/.d9,�'.P06E�+V06EG74EI.P9
?	�~.P<L0=, �/24?�&CTI.PK]KM<	$>.H94?WKO.H7B.60=,/5/E'�N�/.69iKO?W23.H9,�/ER7B.��^74,V<L5	?L7B,/.6249�!
+-,/. �/24?�&CTI.PK �j.�7B<L0 $8TI.�EI5"74,/EI9^0=,/<	�C7B.62�0P?W5/93EI9;7B9�EI5r06?W5J7B24?LTITIEG5��y74,/.p7B24<��O0s<>5��SEG7B9
�CX|5V<LKOEI0P9a&JXu7-�a.t<	$8EG5��Q74,/.'������24?��C74.P9�!j+-,/EG9%�C24?�&/TG.PK EG9O�/EI930P23.67B.k<L5���7B,C.k06?W5J7B24?LT�?	�
7B,/.d742B<��O0`EI9NEI5��/EG24.6067c
 &JXp7-�j.P<	$8EI5��^74,/.G����� 23?��C7B.69�!�f �/2;7B,/.624KO?W24.�
_7B,C.��CX|5V<LKOEI0P9N?	�
5/.67-�a?W2,$�7B24<��O0dEI9\EIK*�'?W237B<L5J7�M4v;	^ � 
',/.P5C0P.d7B24<L0 $8EI5��Q7B,/.�7B2B</�Q0kEI5/0624.P<L94.69N7B,/.e�/E��O0��CTG7@X
?	�[74,/.`�/24?	&/TI.6K�!
�@5O74,/EI9q0=,V<	�Z7B.P2�
5�a.\24.PTRX`?W5Q<L5O.��W?LT��C74EI?W5V<>23X�<LT��W?W23EG7B,CK 	 y u �~7B?'�e.62��x?W23K$?W587ATIEI5C.j7B24<��O0
.P5��WEG5/.P.624EG5���!~+-,C.f0=,/?WEG0P.N?���.��W?LT��C74EI?W5V<>23XO<LT��W?W24ER7B,/KO9�TGEI.P9hEI5O7B,/.6EI2a<	&/EGTIEG7@Xl7B?l93?WT��L.f0P?LKG7
�/TI.\_��C24?�&/TG.PKO9{<L5��?�V<L2;7BEI0��/Tn<>24TGXdKL�/TG74E>7A?�&5=3.P0z7BE>�W.b?��C74EIKOE'�t<c7BEI?L5*�C24?�&/TG.PKO9  2 ^ � !H�j.60t<	�/93.
?��/2"�/24?�&CTI.PK EG9�<%�CX|5V<LKOEI0hKL�/TG74E��/TG.S7A?�&5=3.P0z7BE>�W.1?W5/.�
J< �'?����CTn<>74EI?W587 &V<L93.���,/.��/23EI9;7BEI0hKQ<	$L.69
7B,/.Y94.P<L240=,%.t<L93EI.62b<L9b.S_8�/Tn<>EI5/.��	EG5^7B,/.Y5/.\_Z7\93.P0674EI?W5C9�!



4.B	b

+-,/. �/24EG5/0PE��/TI.69u?	�k?��/2u930=,/.PKO.y<>24. <L9?�x?WTGTI?.�b9�! fV?W2^.t<L0=, 94,C?W237 7A7B.624K 7BEIKO.pEG5874.P2 �L<>T 

<�0��/2324.6587*���� 0P?L5�+ ���/24<>7BEG?W5:�C24E��L.P9d74,/.?�/EG937B23E�&��Z7BEI?L5s?	�-74,/.u?��Z79&'?��/5��UEG5J7B.P2��/?WKQ<LEI5
7B2B</�Q0�!H�aXV������06?W5�+ �	�/2B<>74EI?W5@
��j.YKO.t<L5^74,/24?����W,E�b,/EI0=, �/24?.�|E��C.P2{7B,C.Y742B<��O0f74?v�j<L2��/9
94?WKO.Q����A�/23.�+�_QEG9a93.P5J7c! u �����U06?W5�+ �	�/2B<>74EI?W5Q0t<L5X&e.i. �N�/E>�L<>TI.P5J74TGX`.\_��C24.P9394.��%<>9a7B,C.
<>747424E�&��C7B.69�?	�87B,/.]�����%23?��C7B.69�?	�|7B,/.qTI?|0t<>T u 0 ! �Q�/23EI5��-.P<L0=,�74EIKO.�EI5J74.P2��><LT 
t7B,/.h<LT��W?W23EG7B,CK
KL�/937]+V5���<�5/?W587 �/?WKOEI5V<c7B.��G�x24?L587a?	��93?WT��Z7BEI?L5/9 	 �bEG74,M24.69,�'.P0z7{7B?�7B,/.i?�&5=3.P0z7BE>�W.P9g�/.�+V5C.��
EI5O94.P0z7BEG?W5?R�!Cb�!>4 �~7B,V<c7(�bEGTIT &'. �/93.��M74?k0=,C?Z?W93.i74,/.w�����y06?W5�+ ���C2B<>74EI?W5�7B?n&e.i<	���/TGEI.��*�x?W2
7B,/.H5/.\_|7i93,/?W2;7�7A74.P23K 7BEGKQ.NEI5J7B.62��><LT ![+-,/.P23.l<>24.N74,/24.6.�KQ<LEG5uEI939,�/.69b74?G&e.f7B<L0 $8TI.��V���C24EI5��
7B,/.?�C.P94E��W5g?	�-74,/.^<LT��W?W24ER7B,/K �?4 �H7B24<L0 $8EI5��p74,/.M7B24<��O0?�/EG937B23E�&��Z7BEI?L5[�x?W2�7B,/.u5C.S_|7`7BEGKQ.
EI5J7B.62��><LT 
5; �106?WK*���C7BEG5��Y7B,/. �~<L23.674?n�x24?L587a<L5��?B ��0=,/?|?W94EG5��Y7B,/.\5/.S_|7x�����s0P?W5�+����/2B<c7BEI?L5
<LKQ?L5��d7B,/.Y93?WT��C74EI?W5C9g�x24?WK 7B,/.Y5/?W557-�/?WKOEI5/<>7B.��?�x24?W5J7c!
��.z7e�C9e�/.P<LT]�bER7B, 7B,/.O7B,/EG2,�yEG949��/.M23E��W,J7�5/?.�`! u 9n�bEGTIT &'.M94,C?v�b5gTI<>7B.62Y?W5 
[74,/.M0=,C?WEI06.
?	�b7B,/.^93?WT��C74EI?W5s7B?6�/93. ���/24EG5��p7B,/.^5C.S_|7�7BEIKO.MEG5J7B.P2 �><LT{<LKO?W5��%7B,/.V�'?W9493E�&/TG.M94?LT��C74EI?W5/9
?W5u7B,/.N5/?W587 �/?WKOEI5V<>74.��*�x24?W5J7-EG9{<L5^EG949,�C.H?W5/TGXG�b,/.65/.��L.P2\Tn<L2��W.b7B2B<��/.S7A?	F_9j.S_ZEI9;7O&e.z7-�j.6.P5
7B,/.k55�CKL&e.62f?	�H����r24?	�C7B.k0=,V<L5��W.69H<L5��p74,/.n�><LT��/.�?	�17B,/.�7B24<��O0d?�&5=3.6067BE>�W.�!Q�A7Q�bEGTITq&'.
94,/?.�b5^EI5O7B,/.N5/.S_|7-93.P0674EI?W5C9a7B,/<>7{.S�W.P5^E>�F7B,C.P94.i7-�j?`?�&N=3.P0674E��L.P9b<L23.N0P?L5��VEI0z7BEG5���
|<LTITG?.�bEI5��
<	���/ER7BEI?L5V<LTa�����}24?��C74.p0=,V<L5��W.P9E�/23?.�ZE��/.P9u<:�/.P0624.P<L94EG5��UKQ<L2,�WEG5V<LTa�J<LEG5�EG5�7B,C.�7B24<��O0
?�&5=3.P0z7BE>�W.	! �\.P5/06.��x?W2;7B, 
h<��L.P2;XUTIEGKQER7B.��s5N�/KL&'.P2l?	�%������23?��C7B.Q0=,V<L5��L.P9�<L23.u24. �5�CEI24.��
EI5V�/2B<>067BEG0P.�<L5���5/.z7-�j?L2,$�?��'.P2B<c7B?W239a�bEGTITe?W5/TGXM,V<c�W.Y7B?O0=,/?|?W94.Y7B,/.`�����e.62%&'?��/5��%?W5�7B,C.
55�CKL&e.62b?	� �����<	���W.62374EI94.6KQ.65J7B9i<LTITG?v�a.��@!

��� ����� ���
	 ��� ����� ������� � 	
	��

� 5C. ?��l7B,C. EG949��/.P9�7B? &e.�7B<L0 $8TI.�� &JXr7B,/. ?W587ATIEG5/.�7B24<��O0 .P5��WEG5/.P.624EG5�� 940=,/.6KQ. EI9^7B,C.
7B2B<>0 $|EG5���?	��7B,/.�<LKO?��/5J7-?��[742B<��O0f7B,/<>7O�bEITGT@&'.H94.P5J7b7B,C24?����L,	.P<L0=, �/24?.�|E��/.62a���/24EG5��d7B,C.
5/.S_|7f74EIKO.lEI5J74.P2��><LT ! �i.z7-�j?L2,$%742B<��O0dEG9w$85/?.�b5�7B??&'.L&��/23937@X 	�94.6.�>4.;	^ �~<L5���24.S�x.P23.P5/06.P9
7B,/.624.PEG5��S
i94? 7B,V<c7�0P?W2324.P0z7BTRXt�/23.��/EG067BEG5��g7B,/. <LKO?��/5J7^74,V<>7E�bEITGTQ&'. 94.P5J7�7B,C24?����L,�<L5JX
�/24?.�|E��/.62e�bEITGTg&'.u0P23EG74EI0t<>Th74?6&e.�<	&CTI.M74?D+V5���<D�W?|?8�I�����0P?W5�+����/2B<c7BEI?L5 ! �i?L74.u7B,V<>7
7B2B</�Q0E�C24?.�|EI94EG?W5/EG5���930=,/.PKO.P9OTIE�$L. KR�B8
g4.b�4 �-<L24.uEG5J7B.P5��/.�� 7B?�TGEIKOEG7Y7B,/.^23.P93?��/2406.�?v�L.P2 7
�/24?.�|EI93EI?W5/EG5���
W74,/.6XQ<L23.\5C?L7{<>EIKO.��Q<>7q7B2B<>0 $|EG5��k74,/.b7B2B</�Q0%�CX|5V<LKOEI069�! fV?W2174,/.f<LT��W?W23EG7B,CK
7B?V�j?W2�$ EI5yKO?W9;7n�C2B<L0z7BEI0P<LTq94ER79�V<>74EI?W5C9�
�5/?L7k,V<c�|EI5��	7B?�23.PTRX ?W5y< �V<L2;7BEI0��/Tn<>2�KO?5�/.PT �x?W2
7B,/.'�V<>7B<OEG9%�C.P94EG2B<	&CTI.	
V93EI5/06.n�CE�Fe.P24.65J7i9;79��&C9NKQ< Xu,V<c�W.n�L.P2;X��CE�Fe.P24.65J7Q�/93.P2%�/24?�+VTI.69i<>5��
7B,N�/9a�/E�Fe.P23.P5J7b7B24<��O0Y7@X5�'.P9�!
0Z.��L.P2B<>Tj<	�Z7B,/?W239k,/<.�L.M9;79���/EG.��y74,/.*�/24.��/EI0z7=<	&/EGTIER7@Xp?	�j5/.67-�a?W2,$ 7B24<��O0 M4c2NPN
H4.B	2 � ! M4c2NP��
9379���/EI.69\74,/.kKe�/TG74E>7@9;7B.��%<>,/.t<	� �/23.��/EG067=<�&/EITGEG7@Xu?���5/.z7-�j?W2�$^7B2B</�Q0Y23.PTGX|EG5��Q?L5	74,/. u�� � u<L5�� � � � ��KQ?5�/.PTG9�
:7B?�.��><LT��V<>74.Q7B,C.?�e?L9494E�&/EITGEG7@X ?	�bKe�/TG74E>7@9;7B.��U<L,/.P<	�I�/23.��/EG067BEG?W5:�x?W27B2B</�Q0i0P?W5J7424?WT !�+-,/.fKQ<LEI5O24.69,�/TR7{?	� >4c2 P��eEI9a74?l93,/?.� 74,V<>7j94KO?Z?L74,/EI5��l<L5��M7B24<��O0f<	���L24.S7
�J<>7BEG?W5`&e?>7B,�,/.PT���74,/.(�C24.��CEI0674EI?W5@! M4.B	2 �89379���/EI.69:74,/.aKe�/TG74EI940P<LTI.�/24.��/EI0z7=<	&/EGTIER7@Xf?	�C5/.67-�a?W2,$
7B2B</�Q0�
��x?L2\?L5/.l9;7B.��p<L,/.t<��D�/24.��/EI0z7BEG?W5 ! M4.B	2��:06?W5�+V23KQ9b7B,/.k24.69,�/TR7B9N?�� >4�2NP��:0P?L5/0P.6245/EG5��
7B,/. &e.65/.�+C7B9M?��H94KO?Z?>7B,/EG5���7B,/.�7BEGKQ.^93.P24EG.P9�! �i?.�j.S�W.62�
 >4cB	2��i<LTI93?T+/5��/9*&8X�9;79���CX|EG5��
KM<L5JX��CE�Fe.P24.65J7h742B<��O0-7B24<L0P.69h74,V<>7q7B,C.%�C24.��CEI067B<	&/EGTIEG7@Xk?	�e5/.67-�a?W2�$�742B<��O0b,/E��W,/TGXe�/.��'.P5��/9
?W5%74,/.d0P?L5/94E��/.P23.���742B<L06.	! M4.B	28
r4�2NP��r&e?>7B,�.S�><LT��V<c7B.k74,/.e�'.P2 �x?W24KQ<L5/06.k?�� �/24.��/EI0z7=<	&CEITIER7@X
&V<L94.���?W5�74,/.l24<>7BEG?M?	�1KO.t<>5p9 �N�V<L23.�� .P2324?W2b7B?X�L<>24En<>5/0P.�!N+-,/.d23.P9��/TG749N?	� M4.B	2 �~EG5��/EI0P<>7B.
7B,V<>7Y74,/.G�e.62��x?W23KM<L5C0P.�?	�(�/E�Fe.P23.P5J7e�C24.��CEI0674?W249`�/?|.P9Y5/?>7kEGKX�C24?.�W.�KL�/0=, �bEG74, 74,/.PEG2YEI587
0P24.P<L94EG5��d06?WKX�CTI.S_ZER7@X�! � .PTRXZEG5��d?W5u74,/.fTI<L937(�L<>T��/.i?	��7B,/.f74EIKO.i93.P23EI.P9j?W2-<l93EIK*�/TI.iKQ?.�|EI5��



4.B84

<.�L.P24<	�W.lEG9\<L9i.S�O0PEI.65J7H<L9 u � 
 u � � � u 
'<L5�� u � f� � u KQ?5�/.6TI9 CB84 � !O0ZEI5/06.k93KQ?|?L74,/EI5��KQE��W,J7n�C24?.�|E��/.O94?WKO.�&'.P5C.�+/749n�b,/EGTI.O0P?WK*�/TI.\_T�/24.��/EI0z7B?W239n�C?p5/?L7�
r�a.M0P?LKX�V<>24.OEI5s74,/EI9
0=,V<	�C74.P217B,/.a�'.P2 �x?W24KQ<L5/06.-?	�F<��V<	�C74E��W.b.\_��'?W5/.65J7BEn<>TV94KO?Z?L74,/EI5��Q�bEG74,Q<Y94EGKX�CTI.x�/23.��/EG0674?W2 �
7B,/.`�/23.��|EI?��C9a�><LT��/.	!
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ei = (1− α)× ei−1 + α× tri

	 R8!�4 �
�b,/.P23.

ei

EI9i74,/.`.P9;7BEGKM<>74.d<>7N7BEIKO.
i


α
74,/.L�j.6E��W,J7Y?	�174,/.`KO?v�|EG5��^<c�W.62B<	�W.�<>5��

tri

7B,C.
7B2B</�Q0p<>7M74EIKO.

i
!1�@5/9;7B.P<	�S?	��<:+�_Z.��3�a.PE��L,87
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-7B,/.��j.6E��W,J7�EI9QKM<��/.p<	�/<	�C7BE>�W.�<>5��

0P?WK*���C74.��	<L9O�x?WTITG?.�b9 �
αi = αmax ×

1

1 + |mi|
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�b,/.P23.
αmax

EG9�74,/. KM<v_CEGKL�/K �j.6E��W,J7c

mi
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f~E����C24. R�!<;T�/23?v�|E��/.P9X&e?L74,�7B,C.�KO.t<L5�<L5���74,/.�9;7=<L5��V<L2,�Z�/.��|En<c7BEI?L5�?	�N7B,/.��/24.��/EI0z7BEI?L5
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iBGP updates per 10 min time interval

Performance of tabu list method (stub2)

no tabu list
tabu entry lifetime = 10 min
tabu entry lifetime = 20 min
tabu entry lifetime = 30 min
tabu entry lifetime = 60 min
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iBGP updates per 10 minutes interval

Performance of tabu list method with MED (stub1)

no tabu list method (MED)
no tabu list method (local-pref)

tabu entry lifetime = 10 min
tabu entry lifetime = 30 min
tabu entry lifetime = 60 min
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Performance of tabu list method for cost-weighted traffic balance (stub2)

no tabu list
tabu entry lifetime = 30 min
tabu entry lifetime = 1 hour

tabu entry lifetime = 2 hours
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